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利用分段 G2 插值方法构造铺丝路径

朱丽君摇 摇 王小平摇 摇 李燕元
(南京航空航天大学机电学院,南京摇 210016)

文摇 摘摇 提出了复合材料铺丝路径的规划方法,其中铺丝基准路线是通过对给定数据点的切方向及曲率

向量或测地曲率值,G2连续地插值曲面上点列的方法得到。 利用正则参数曲面上一点的切空间与其参数平面

对应点的切空间同构原理。 将曲面上曲线的插值问题转化为其参数平面上类似的曲线插值问题。 该方法能够

用显式方程来表示曲面上的 G2连续插值曲线。 由于引入了若干控制参数,可对曲线进行局部或整体的交互修

改。 利用该方法进行铺丝路径规划可以反映芯模面的曲率信息,改变纤维的局部走向,使其最终的结果更好地

满足丝束铺放要求和构件几何性能的要求。 实验证明该方法简单可行,还可用于计算机辅助设计、计算机图形

学等领域。
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Constructing Fiber Placement Paths With Piecewise G2 Interpolation

Zhu lijun摇 摇 Wang Xiaoping摇 摇 Li Yanyuan
(College of Mechanical and Electrical Engineering, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing摇 210016)

Abstract摇 This paper presents a method for path planning of robotic fiber placement, where the initial path is
created with curvature continuous (G2) interpolation of data points on surface with specified tangent direction and cur鄄
vature vector at every point. Making use of some conclusions deduced from the isomorphic relations between tangent
spaces of both surface and its parametric domain at corresponding points, we convert the problem of curve interpola鄄
tion on a parametric surface to a similar one on its parametric plane. The method enables us to express G2 interpolation
curve of an arbitrary sequence of points on a parametric surface explicitly in parametric form. For introducing several
free parameters into the method, we can modify the curve爷s shape locally or globally. Moreover, the resulted place鄄
ment path can reflect the curvature of the mould surface and change the fiber爷s direction locally so as to satisfy better
the demand of both fiber placement and surface geometry. Experiments demonstrate the method is simple, feasible
and also applicable to computer aided design and computer graphics, etc.

Key words摇 Hermite interpolation, G2 continuity,Parametric surface,Fiber placement path

0摇 引言

纤维增强复合材料构件广泛应用于航空、航天等

先进高科技领域,纤维铺放成形是一种新型的复合材

料构件自动化制造技术。 自动铺丝束成形技术是一

种先进的快速成形制造技术,该技术涉及到机械、材
料以及控制等诸多学科,其关键技术包括铺丝轨迹规

划、铺丝机器人的驱动及控制技术等。 而铺丝轨迹规

划的目的是求取芯模表面铺丝路径的过程,使铺丝头

沿芯模表面的铺丝路径完成规定的铺丝动作,为后续

过程中机器人的驱动以及控制指令的求取提供必要

的数据信息,因而是铺丝工艺过程的核心研究内容。
针对开边自由形铺丝面,Shirinzadeh[ 1 ]给出了基

于平截线、等距的铺丝路径规划方法,该方法先用平

面去截铺丝面得到一条曲线作为初始路径,然后再等
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距得到均匀覆盖铺丝面的全部铺丝路径。 平截线加

等距是铺丝路径规划中的一个很有效的方法,然而大

多情形适合小曲率或大曲率铺丝面。 对于复杂形状

的铺丝面,比如螺旋形,很难用平截线构造理想的初

始路径。 Waldhart[ 2 ] 提出了平移参考丝束轨迹和平

行参考丝束轨迹两种方法,简化了路径设计规划步

骤,但对于复杂曲面铺丝问题算法有待修正。 安鲁陵

等[3-4]按载荷主方向铺设纤维,铺层取向主要分为

0毅、90毅和依45毅,铺丝方向比较固定单一,只能沿着一

定的方向进行铺放,而且主要针对特殊形状,比如飞

机进气道展开讨论。 王念东等[5] 也讨论了类似于进

气道的管状结构自动铺丝路径规划问题。 党旭丹等

提出了一种新的基于测地线的平行等距轨迹规划算

法生成铺丝路径[6],该算法需要计算高阶微分方程,
计算量较大。 针对开边自由曲面构件的路径规划算

法有:邵冠军等[ 7 ] 根据主应力的大小和方向提出了

基于等距线、等分点原理的两种算法。 王小平等[ 8 ]

改进了 Shirinzadeh 等人 2007 年给出的利用平截线加

等距方法构造的铺丝路径的算法。
以上方法构造铺丝路径是没有考虑芯模面的曲

率信息以及铺丝路径的交互修改机制。 本文提出了

利用分段 G2插值方法构造铺丝路径,即依照芯模面

上离散点的切矢、曲率信息构造一条 G2连续曲线作

为初始路径,再进行等距运算得到一系列路径使其覆

盖整个铺丝面。
1摇 曲面上的插值与混合

把芯模面抽象为自由曲面,求解铺丝路径即为求

曲面上的曲线问题。
由于大部分 CAD 系统都采用参数化形式来表示

自由曲线曲面,故针对下列问题,主要考虑参数曲面情

形:给定 Cr ( r 逸3)的正则曲面上任意点序列 ri, i =
1,2,…,s ,找到一条通过这些点的插值曲线使得其在

每一点 ri 具有指定切方向和测地曲率(曲率向量)。
1. 1摇 数学基础

通过 G2 Hermite 插值解决上述问题,即寻求一条

曲线插值数据点,并在数据点处具有给定的切方向、
曲率向量。 结合传统插值和微分几何理论知识,将曲

面上的插值问题转为其参数平面上类似的曲线插值

问题。 所得到的插值曲线的方程可由平面 4 次

B佴zier 曲线与曲面方程复合映射得到。 这种参数化

表示有利于曲线的表示和计算及某点切向量的计算

等问题。
在某些特殊情形,三次 B佴zie 曲线足以解决平面

G2 Hermite 插值问题[7],但是其可解性受很多条件限

制,从而妨碍处理一般的曲面曲线插值问题。 即使对

特殊情形,幸运地得解,然而这解一般具有唯一的形

状,缺少能用于交互修改的自由形状参数。 在曲线和

曲面设计中特别希望得到这样的方法,在不改变给定

数据的情况下能够交互地修改曲线曲面的形状。 一

般而言,由计算机系统生产的形状往往不能一步到位

地满足用户要求,随后的形状修改是必要的。 为此,
必须通过增加插值曲线的阶数来处理一般插值问题

并返回交互的控制参数。
设 r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) T

式中, u,v沂[0, 1] 是 Cr1 的正则曲面[ 8 ]。 设在 (u,
v) 平面内一条 Cr2 曲线的方程为 u = u( t), v = v( t) ,
t 沂 [a,b] ,将他们带入上述曲面方程,得到一条

Cmin[ r1, r2] 的空间曲线:

r( t) = (x(u( t),v( t)), y(u( t),v( t)),z(u( t),v( t))) = (x*( t), y*( t), z*( t)) T , t 沂 [a,b]

摇 摇 则这条曲线在曲面上,称为曲面曲线。 显然,曲
线 u = u( t), v = v( t) 为映射 r : [0,1] 伊 [0,1] 寅 R3

下的曲线 r( t) 的原像曲线。
文献[9]给出了以下定理。
定理 1摇 在给定点处指定切向方,一条正则曲面上

曲线的曲率向量和其原像曲线的曲率相互唯一确定。
定理 2摇 在给定点处指定切向,一条正则曲面上

曲线的测地曲率和其原像曲线的曲率相互唯一确定。
通过定理 1 和 2,得到进一步结论。
定理 3摇 正则曲面上的曲线及其原像曲线在对

应点具有相同的连续性,如位置连续,切向连续和曲

率连续。
定理 4摇 正则曲面上的曲线是 G1连续和曲率连

续的,当且仅当其原像曲线在对应点为 G1连续和曲

率连续(向量),测地曲率连续亦有类似性质。
定理 5摇 正则曲面上的曲线及其原像曲线在对

应点处切向量互相唯一确定,它们的二阶导向量有相

同性质。
1. 2摇 G2插值

讨论问题 1。 给定一个三元偶(ri,T i,ki), i = 1,
…,s ,T i 和 ki 为所求曲线在点 ri 处的切向量和曲率

向量。 从定理 1 和 5,知道每个三元偶( ri,T i,ki)在
映射 r 和切映射下都唯一对应其原像偶,记为(琢i,ti,
ki),其中 ti 和 ki为曲线在参数平面内点 琢 i 处对应的

切向量和曲率向量。 这里的关键问题是计算 琢 i ,也
就是反算点 ri 在参数平面内的参数值。 当然能够用

传统的牛顿迭代法来求原像点,但推荐文献[10]中

的另一种方法,这种方法比传统方法有更高的计算精
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度和更好的稳定性。 对于 ti 和 ki,可用给定的 T i 和

ki,结合文献[9]中的公式(1)或(5)和(3)来计算。
最后,问题是归结为在平面上插值三元偶(琢i,ti,ki),

i = 1,2,…,s 。 策略是分段插值,只需考虑由一对三

元偶决定的插值曲线问题,如 s = 2。
通过下面的四次 B佴zier 曲线来解这个问题:

琢1( t) = b10 (1 - t) 4 + 4b11 t (1 - t) 3 + 6b12 t2 (1 - t) 2 + 4b13 t (1 - t) 3 + b14 t4 , t 沂 [0, 1] (1)

摇 摇 显然, b10 = 琢1,b14 = 琢2; b11 = b10 + 姿11 t1, b13 = b14

- 姿12 t2,其中 姿11 , 姿12 为正常数,可作为形状参数。
问题进一步归结为两端点切方向以及曲率向量给定

而确定内部 B佴zier 点。 由曲率公式得:
4姿2

11k1 + 3t1 夷 b10 = 3t1 夷 b12
4姿2

12k2 + 3t2 夷 b14 = 3t2 夷 b{
12

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (2)

式中, x 夷 y = det(x,y) 。
上式也可写为:

4
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表示 t1、t2 的行向量。

如果 t1 与 t2 不平行,则有
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最后所得四次 B佴zier 曲线段有两个独立的形状参

数。
如果 t1 与 t2 平行,t1 =依t2,那么

4
3 姿2

11k1 + t1 夷 b10 = 依 4
3 姿2

12k2 依 t1 夷 b( )14 不失一般

性,设 k2屹0,那么

姿12 =
3 | t1 夷(b4 - b0) | / 4 -| k1 | 姿2

11

k2
摇 (5)

其中 sign( ki )= sign[ ( - 1) i-1ti 夷(b14 - b10)] 。
设 t1 = (t1u,t1v) ,不失一般性,假设 t1u 屹0,那么

b12 = 1
t1u

0
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1 摇 摇 (6)

式中, 滋1 是任意常数。
这里所得四次 Bezier 曲线也可以由两个独立的形

状参数确定。 重复这一过程就可得到曲面上整个插值

曲线的方程。 如必要,可用整体参数来表示插值曲线。
例如,用向心法参数化数据点 琢 i ( i = 1,2,…,k )。

p1 = 0

pi = pi -1 + | 琢 i - 琢 i -1 | 摇 ,摇 i = 2,3,…,{ s
最后,曲面曲线为如(7)式表示的混合曲线:

r誘琢 i(t) (7)

其中 t =
p - pi

pi +1 - pi
, p 沂[pi, pi +1] , i = 1,2,…,s - 1

和 琢 i(t) = bi0 (1 - t)4 + 4bi1 t (1 - t)3 + 6bi2 t2

(1 - t)2 + 4bi3 t (1 - t)3 + bi4 t4, i = 1,2,…,s - 1
类似地,由文献[9]中的(4)式,可以处理测地曲

率(而不是曲率向量)给定的插值问题。
1. 3摇 交互控制手段

在 1. 2 节中介绍了插值曲线设计中的自由参数,
即每个插值曲线都有两个自由形状参数 姿 i1 和 姿 i2 , 或

姿 i1 和 滋 i ,在后面的曲线修改中将会用到这些参数。
增大 姿 i1 或 姿 i2 , 或 姿 i1 和 滋 i 均增大,则内部 B佴zier

点bi 2 接近 bi0bi4,使平面插值曲线平直凹凸减小,如图

2 所示。 减小 姿 i1 或 姿 i2 , 或 姿 i1 和 滋 i 都减小使内部

B佴zier 点 bi2远离边 bi0bi4,使曲线凹凸明显,见图 1。
若 姿 i1 或 姿 i2 过大,或 姿 i1 , 姿 i2 均过大,平面插值曲

线会出现凹凸干涉。 在应用中会经常用到这种干涉。
平面插值曲线形状的改变会最终引起曲面插值曲

线相应形状的改变。 如图 1、图 2 所示。

图 1摇 姿1取不同值时平面插值曲线的形状改变

Fig. 1摇 Shape change of planar interpolation
curves with different 姿1 values

图 2摇 曲面曲线的形状修改 ri(p)对应 琢i(p)
Fig. 2摇 Shape modification of surface curves

where ri(p)corresponds to 琢i(p)
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摇 摇 当 ti1 = 依 ti2 时, 姿 i1 和 滋 i 会有同样的情况。
实际应用中,当遇到未给定切方向和曲率向量或

测地曲率而求曲面上 G2连续点序列的插值问题时,
可用 Hartmann 给出的方法来进行估计。 详细过程见

文献[11]。
2摇 实例

在抛物面上构造插值曲线来验证本文方法。 设

抛物面方程为:
r(u,v) = (u,v, ( - u2 - v2) / 8 + 9 / 4),

摇 摇 摇 摇 (u,v) 沂 [ - 4, 4] 伊 [ - 4, 4]
取抛物面的插值条件为:

r1 =(-2 2 , 0, 5 / 4);摇 r2 =(2, -2, 5 / 4);

T1 =(0, -2 2 , 0);摇 T2 =(2, 2, 0);

k1 =( 2 / 4,0,0); 摇 摇 k2 =(-1 / 4, 1 / 4, 0).
式中,k1、 k2表示所求端点处曲面曲线的曲率向量。
计算它们在参数平面上的相应值为:

琢1 =(-2 2 , 0),摇 t1 =(0, -2 2 ),k1 = 2 / 4;

琢2 =(2, -2, ),摇 t2 =(2, 2),摇 摇 k2 = 2 / 4.
应用 1. 2 节给出的方法,可以得到初始相曲线琢

( t)的方程。
图 1 和图 2 控制参数不同,其中 琢1(p) , 琢2(p)

和 琢3(p) 对应为 姿11 =1. 84 和 姿12 =2,姿21 = 1. 5 和 姿22

=2 以及 姿31 =1 和 姿32 = 2。 ri ( p)为对应于 琢 i ( p)的
曲面上的曲线,i = 1,2,3。 图 3 和图 4 演示应用本文

方法如何规划 G2连续的铺丝路径。 图 5 是对铺丝路

径进行局部交互修改的演示。 事实上,路径形状的局

部修改归结为对应段上的参数 姿 i1 和 姿 i2 的数值增大

或减小,改变某一段曲线段对应的 姿 只改变该段曲

线的形状,而其他各段曲线段形状不受影响。 为简单

起见,仅以一对插值数据为例。

图 3摇 抛物面上的 G2连续曲线插值

Fig. 3摇 Interpolation curve segment on paraboloid

摇
图 4摇 由基准路径生成等距路径

Fig. 4摇 Offset paths of initial curve

摇 摇 图 5 是在 CATIA 软件中实现的,分别取不同的姿
得到的不同的等距路径。 其中图 5(a)为对分段设计

的基准路径的某一段(最上边一段)形状做了修改

(对应的姿 做了修改),而其他两段保持不变。 图 5
(b)和(c)为相应的等距铺放路径。

(a) 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b)摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (c)
图 5摇 姿 取不同值对铺丝路径做局部修改

Fig. 5摇 Local change of fiber path with different 姿

3摇 结论

对于复合材料铺丝成形而言,提出了一种用分段

G2插值方法构造铺丝路径,实现在自由曲面上按任意

方向进行铺放的要求,能够交互控制铺丝路径局部走

向,使路径规划更加合理地反映芯模面的几何特性,
以及其他性能要求。 对 CAD / CAM、计算机图形学而

言,提出了一种曲面曲线的表示方法,该方法的主要

思想及与现有方法的突出不同点是将曲面曲线的表
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示转化为平面曲线的表示问题。 插值点可任意分布。
这种方法可用于每点处的测地曲率和曲率向量都给

出的情况。 这种方法的一个突出特点是所得的插值

曲线为精确表示的参数方程,而不是两曲面相交的交

线形式,这就省去了曲面相交算法的应用和较为繁琐

的表示插值曲线的计算过程,从而使求值和导数计算

更为简便。 另外一个优点是求得的插值曲线具有局

部性和合适的自由形状参数。
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