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基于高斯伪谱法的吸气式高超声速
飞行器爬升弹道优化研究

杨志红,徐宝华,姚德清

(北京空天技术研究所,北京100074)

摘 要:吸气式高超声速飞行器爬升弹道设计是其总体设计的一个重要问题。这里提出一种基于

高斯伪谱法的弹道优化方法,用于解决该问题。以末端弹道倾角为性能指标,飞行攻角为设计变

量,建立了飞行器纵平面弹道优化模型。通过高斯伪谱法对状态变量和控制变量进行离散,将最

优控制问题转化为非线性规划问题,再利用序列二次规划算法对其进一步求解。仿真结果表明,
该方法收敛域大,对初值不敏感,设计精度高,是吸气式高超声速飞行器方案弹道优化的重要方法。
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Abstract:Theclimbingtrajactoryoptimizationoftheair-breathinghypersonicvehiclehasbeena
majorprobleminitsoveralldesign.AballisticoptimizationmethodbasedonGaussianpseudo-
spectralmethodispresentedtosolvethisproblem.Takingtheendtrajectoryinclinationasthe
performanceindexandtheflightattackangleasthedesignvariables,thelongitudinalplanetrajec-
toryoptimizationmodeloftheaircraftisestablished.Thestatevariablesandthecontrolvariables
arediscretizedthroughGaussianpseudospectralmethod,andtheoptimalcontrolproblemistrans-
formedintononlinearprogrammingproblem.Thenthesequentialquadraticprogrammingalgo-
rithmisusedtofurthersolveit.Thesimulationresultsshowthatthemethodhasalargeconver-
gencedomainandhighdesignaccuracy,andisinsensitivetotheinitialvalue.Itcanbeanimpor-
tantmethodfortrajectoryoptimizationofair-breathinghypersonicvehicle.
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0 引言

在吸气式高超声速飞行器技术研究中,弹道设

计[1]在飞行器设计中占有十分重要的地位,是使吸

气式高超声速飞行器具有可行性和有效性的关键。

与传统的飞行器不同,吸气式高超声速飞行器具有

跨大空域、跨大速度范围的飞行包线、严酷的气动

热环境、复杂的气动载荷、苛刻的发动机工作条件、

严重气动耦合、大气参数依赖程度高与参数的剧烈
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变化等特点,使其弹道设计成为总体方案中的一个

重要难点。因此,研究一种能够同时考虑多种约束

条件,适应广泛不确定性的方案弹道设计方法,具
有十分重要的意义。

在工程应用中,传统的弹道设计方法是基于经验

设计程序攻角,形成方案弹道。该方法在传统型号的

研制中起着十分重要的作用,有着良好的效果。但是

随着飞行任务种类的多样,飞行环境的严苛,飞行器

结构的复杂,新型飞行器的设计经验不足,致使传统

弹道设计方法弊端凸显。首先,在飞行走廊约束不强

时,仅能完成飞行任务,无法实现飞行器最优性能;其
次,在飞行走廊狭窄,约束苛刻时,在有限次数的调试

中,难以找到可行的程序弹道;最后,传统的弹道设计

方法需要反复多次修正,耗时长。
弹道优化思想起源于最优控制问题解决方法,

一般分为两类,直接法和间接法[2-3]。间接法精度

高,但是推导最优解的过程复杂繁琐,对初值估计

精度要求高,且初值变量无物理意义,难以估算,使
得该方法的应用受到很大限制;直接法随着计算机

技术的发展,受到广大学者的青睐,并广泛应用于

弹道优化问题,该方法通过将最优控制问题的变量

参数化,转化为非线性规划问题进行求解,进而衍

生出来的方法包括:直接打靶法[4]、配点法[5]、伪谱

法[6]、微分包含法[7]、动态逆方法[8]等等。
本文选取吸气式高超声速飞行器为研究对象,

因飞行器结构外形特点,使其具有气动/推进/弹性

耦合特性,与传统飞行器总体设计相比总体设计域

较窄,给弹道优化与设计带来较大困难。为满足结

构强度、结构热以及控制设计需求,飞行器弹道约

束[9]严苛,用传统的方案弹道设计方法很难确定较

为理想的弹道。本文采用高斯伪谱法[10](Gauss
PseudospectralMethod,GPM)求解吸气式高超声

速飞行器的上升段弹道。

1 弹道优化模型

1.1 高超声速飞行器运动学模型

对于吸气式高超声速飞行器采用如下运动学

模型:

V
·

=
(Pcosα-X)

m -gsinθ

h
·

=Vsinθ
x· =Vcosθ

θ
·

=
Psinα+Y

mV +(
V

R+h-
g
V
)cosθ

m· =mc (1)
其中,P 是发动机推力;X 是阻力;θ是弹道倾

角;α是飞行攻角;R 是地球半径;h是飞行高度;x
是射程;mc 是燃油流量;V 是飞行速度。

1.2 飞行任务剖面

以一种空射高超声速飞行器为例,如图1所示,
飞行任务共分为五段:带飞段、助推段、爬升段、巡
航段和无动力下滑段。飞机带飞至指定发射点投

放发射,发射后助推器点火,一级加速爬升,在预定

的分离窗口进行保护罩分离和级间分离,随后调整

姿态进入转级窗口;然后,超燃冲压发动机点火接

力,继续加速爬升,到达预定高度后按规划弹道巡

航飞行;最后关闭发动机,并无动力滑行下降。

图1 飞行任务剖面

Fig.1 Flightmissionprofile

1.3 约束条件和性能指标

在高超声速飞行条件下,严重的气动热,发动

机苛刻的工作条件,气动耦合及参数的剧烈变化,
使得高超声速飞行器必须满足诸多过程约束和终

端约束。本文选取动压、过载、热流、控制量为过程

约束,末端高度、攻角为终端约束进行研究。
(1)过程约束

动压约束:
为满足吸气式高超声速飞行器结构设计与控

制效率的要求,对动压应有相应的约束。

q=
1
2ρV

2 (2)

过载约束:
因为飞行器结构刚度所能承受的压力是有限

的,所以过载不可过大,同时要满足一定的机动性,
因此过载也不能过小。过载约束为:
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nxdown≤nx ≤nxup

nydown≤ny ≤nyup (3)
热流约束:
由于高超声速飞行器速度快,导致飞行器所承

受的气动热效应严重,为防止结构因高温发生损

坏,所以需对热流进行约束

qs_min≤qs=0.76p-2/3
r (ρsμs)0.5

dVe

dx
æ

è
ç

ö

ø
÷

s
(hs-hw)

≤qs_max (4)
控制量约束:
由于飞行器结构、超燃冲压发动机与姿态控制

系统设计的限制,吸气式高超声速飞行器飞行时的

攻角不能过大,对攻角应有相应约束。

αdown_p ≤α(t)≤αup_p (5)
(2)终端约束

为保证飞行器级间正常分离和超燃冲压发动

机正常点火,需要对终端的飞行攻角和高度进行

限制。
终端高度约束:

Hdown≤H(tf)≤Hup (6)
终端攻角约束:

αdown≤α(tf)≤αup (7)
(3)性能指标

为了超燃冲压发动机在点火窗口能够稳定点

火一段时间,需要飞行器高度变化小,进而需要较

小的弹道倾角,选取末端弹道倾角为优化指标

J=-θ(tf) (8)
吸气式高超声速飞行器爬升段弹道优化问题

可归结为初始状态固定,终端状态受约束,终端时

刻自由的非线性动态优化问题。

2 高斯伪谱法

高斯伪谱法的解算步骤为,首先,在一系列的

LG(Legendre-Gauss)节点上将状态变量和控制变

量进行离散;然后,采用全局多项式插值,对控制变

量和状态变量进行近似,从而将系统的微分约束转

化为一组代数约束;最后,以节点处的状态变量和

控制变量作为优化设计变量,进而将弹道优化问题

转化为非线性规划问题求解。
(1)动力学微分方程的离散

考虑一般形式的非线性系统动力学方程

x·(t)=f[x(t),u(t),t] (9)
其中,x(t)∈Rn 是状态变量,u(t)∈Rn 是控

制变量,f:Rn×Rn→Rn 为连续向量函数。采用高

斯伪谱法需要将时间区间 [t0,tf]转换到 [-1,1],
为此引入变量τ 对时间t进行变换

τ=
2t

tf -t0-
tf +t0
tf -t0

(10)

通过LG点以及τ0=-1上的状态变量构造

Lagrange插值多项式近似状态变量,得到

x·(τk)≈X
·
(τk)=∑

K

i=0
L
·

i(τk)X(τi) (11)

其中,Li(τ)为插值基函数,τi 为LG点

Li(τ)= ∏
K

j=0,j≠i

τ-τj

τi-τj
(12)

其中,K 阶LG点κ= τ1,…,τk{ } 是K 阶Le-

gendre多项式 PK(τ)=
1

2KK!
dK

dτK
[(τ2 -1)K]

的根。

x(τi)=X(τi),(i=0,…,K)状态变量的导数

可通过对Lagrange插值多项式求导来近似,从而将

动力学微分方程约束转换为代数约束。即

x·(τk)≈X
·
(τk)=∑

K

i=0
L
·

i(τk)X(τi)=∑
K

i=0
Dki(τk)X(τi)

(13)
其中,微分矩阵D ∈RK×(K+1)的表达式如下

Dki=L
·

i(τk)=

 

(1+τk)P
·

K(τk)+PK(τk)

(τk -τi)[(1+τi)P
·

K(τi)+PK(τi)]
,i≠k

(1+τi)P̈K(τi)+2P
·

K(τi)

2[(1+τi)P
·

K(τi)+PK(τi)]
,i=k

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï (14)

可得到配点上应满足的代数方程

∑
K

i=0
Dki(τk)X(τi)-

tf -t0
2 f[X(τk),U(τk),

τk;t0,tf]=0, (k=1,…,K) (15)
其中,U(τk)是离散点上的控制量,同样仍采

用Lagrange插值多项式L
~
i(τ),(i=1,…,K)作为

基函数来近似控制变量,即

u(τ)≈U(τ)=∑
K

i=1
L
~
i(τ)u(τi) (16)

(2)过程约束

对于过程约束,认为只要离散节点处满足过程

约束,全程即满足过程约束,即

 C(Xk,Uk,τk;t0,tf)≤0 (k=1,…,K) (17)
(3)终端状态约束

最优控制问题往往包含终端状态约束,而La-
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grange插值多项式公式中未定义终端状态xf ,不
过终端状态也应满足动力学方程约束,根据动力学

方程有

x(τf)=x(τ0)+
tf -t0
2∫

1

-1
f[x(τ),u(τ),τ;t0,tf]dτ

(18)
将终端状态约束条件离散并用高斯积分来近

似,可得

X(τf)=X(τ0)+
tf -t0
2 ∑

K

k=1
wkf[X(τk),

U(τk),τk;t0,tf] (19)

其中,wk =∫
1

-1
L
~
k(τ)dτ=

2
(1-τ2k)[P

·

K(τk)]2

为高斯权重,τk 为LG点。
(4)控制量约束

控制量的约束条件在高斯伪谱法中的处理相

对简单,只需在LG点满足约束条件,即

C1'≤Uk ≤C2' (k=1,…,K) (20)
若当控制量u 的导数有约束时,可通过对其进

行求导,在LG点处令其满足约束要求,即

C3'≤u·(τk)≈U
·
(τk)=∑

K

i=1
L
~·

i(τk)U
·
(τi)

=∑
K

i=1
D
~

ki(τk)U(τi)≤C4' (21)

其中,微分矩阵D
~
∈RK×K 可离线确定。

(5)性能指标函数的近似

将Bolza型性能指标函数

 J=φ[x(τ0),t0,x(τf),tf]+
tf -t0
2∫

τf

τ0
L[x(τ),u(τ),τ;t0,tf]dτ (22)

式中的积分项用高斯积分来近似,得到高斯伪

谱法中的性能指标函数

J=φ[X(τ0),t0,X(τf),tf]+
tf -t0
2 ∑

K

k=1
wkL[X(τk),U(τk),τk;t0,tf](23)

根据以上的数学变换,文中的弹道优化问题可

以描述为:在 [t0,tf]时间内,确定离散点上的状态

变量Xk(k=1,…,n)、控制变量Uk(k=1,…,n)和
终端时刻tf,使得在满足上述约束条件的情况下性

能指标J 最小。从而将无限维的最优控制问题转

换为一般的非线性规划问题。非线性规划问题的

求解方法很多,本文选取稳定性和精度较优的序列

二次规划算法[11]进行求解,其求解过程如图2所

示,其算法流程如下:

1)选择适当的初始点x0、正定对称矩阵B0(一
般令B0=I)、罚因子r=0,令k=0;

2)计算目标函数及约束函数值;

3)计算偏导数;

4)根据式 xk+1-xk <ζ(ζ 是极小的正数),
判断是否收敛,若收敛则停止计算,否则转5)继续

计算;

5)解线性规划子问题得到 (dk,λk+1);

6)更新罚因子;

7)计算罚函数值;

8)通过一维搜索,确定步长α,得到xk+1;

9)更新矩阵Bk,转2)。

SQP算法在实际运用中,需要适当选取初始参

数,如果选取得当,能够加速迭代过程。参数的选

取应符合实际问题的物理意义,否则,可能会得到

不正确的结果。根据具体问题的物理意义和实际

经验,有助于较好地选取初始参数。

图2 序列二次规划算法流程图

Fig.2 Sequentialquadraticprogrammingalgorithmflowchart
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3 算例仿真与分析

假设飞行器投放高度为9km,投放初始速度为

Ma0.7,投放时刻弹道倾角为0°,取末端攻角约束

-1°≤α(tf)≤1°,末端高度约束15km≤H(tf)≤
18km,控制约束分别取-16°≤α(t)≤20°,并以末端

弹道倾角最小作为优化指标。仿真结果如图3所示。

(a)速度随时间变化曲线

(b)弹道倾角随时间变化曲线

(c)高度随水平位移变化曲线

(d)攻角随时间变化曲线

(e)动压随时间变化曲线

图3 弹道仿真结果

Fig.3 Trajectorysimulationresults

图3中,红色的点为通过伪谱法得到的各状态

变量在离散点处的值,蓝色曲线为将优化得到的最

优控制变量代入到动力学方程,对各状态变量进行

数值积分得到的各状态变量变化曲线。仿真结果

表明,各状态变量随时间变化曲线平缓,在满足动

压、攻角、过载等变量约束的前提下,能够很好地收

敛到终端约束值。末端弹道倾角为0,实现了末端

弹道倾角最小这一性能指标。
采用伪谱法能够同时得到控制变量和状态变

量。飞行器在实际飞行过程中,在已知飞行状态初

始值的前提下,状态变量可以通过控制变量对飞行

器动力学方程中的状态进行积分获得。如果优化

得到的状态变量和通过积分得到的状态量值相等,
优化结果精确可信,算法有效。基于上述思想,比
较蓝色曲线和红色点组成的曲线,两者基本吻合,
从图中难以区分差异,可以说明该方法精度较高,
且结果正确。

在弹道设计过程中,该方法只需对控制变量、
状态变量在某性特定阶段的约束进行限制,通过优

化算法可得到满足约束条件的弹道,最大限度地发

挥飞行器的性能。同时,以非解析形式,能够更为

精细地调整优化弹道。

4 结论

文中建立了以末端弹道倾角最小为性能指标的

吸气式高超声速飞行器弹道优化模型,采用高斯伪谱

法对该模型进行了求解,对控制变量进行诸多约束限

制。仿真结果表明,该算法优化得到的弹道的状态变

量能够在满足过程约束和终端约束的情况下,使得性

能指标达到最优;计算精度高,相比传统的方案弹道

设计方法,避免了反复,提高了设计效率,可为吸气式

高超声速飞行器弹道设计提供参考。
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