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一种计算复合材料层合板面外应力的新型线性分析方法

张元卿，李 锐，赵直钦
（中国商飞上海飞机设计研究院，上海，201210）

摘要：复合材料层合板壳结构的面外应力对于层间分层的起始和扩展具有重要意义。首先简要地给出了经典的

非协调位移有限元列式，然后基于修正的H⁃R变分原理导出了单元面外应力变量与位移变量的关系。面外应力

的有限元线性系统为面外应力边界条件的引入提供了方便。同时，通过该线性系统可直接获得节点上唯一且连

续的面外应力结果。与非协调位移有限元的结果比较，本文的方法可明显地提高数值结果的精度，且计算效率

及资源要求均优于非协调辛元法和非协调广义混合元法。
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A New Linear Analysis Method for Calculating Out⁃of⁃Plane Stress of

Composite Laminates

ZHANG Yuanqing，LI Rui，ZHAO Zhiqin
（China COMAC Shanghai Aircraft Design and Research Institute，Shanghai，201210，China）

Abstract:The out-of-plane stress of composite laminated plates and shells is of great significance to the initia⁃
tion and expansion of interlaminar delamination. Firstly，the formulation of classical non-compatible displace⁃
ment finite element is given out briefly. And then，based on the modified Hellinger-Reissner（H-R）principle，
the relationship between out-of-plane stress variables and displacement variables is derived. The finite element
linear system of out-of-plane stress provides convenience for the introduction of out-of-plane stress boundary
conditions. At the same time，the uniqueness and continuity of the out-of-plane stress at the node can be ob⁃
tained directly by the finite element linear system. Compared with the results of non-compatible displacement
finite element method，the proposed method can improve the accuracy of numerical results obviously，and the
computational efficiency and resource requirements are superior to the non-compatible symplectic element
method and the non-compatible generalized mixed element method.
Key words: composite laminates；modified H-R variational principle；finite element method；stress analysis

由于复合材料层合板壳结构的多种优异特性，

其在现代工程结构中的应用越来越广泛。复合材

料层合板壳结构的面外应力对于层间分层的起始

和扩展具有重要意义。为了模拟这类结构中面外

应力沿厚度方向的非线性分布行为，前人提出了许

多分析方法。关于各类具有代表性的方法的综述

可参考文献 [1⁃5]。文献 [5]详细地分析并评估了常

规的位移有限元法分析复合材料层合结构层间应

力的优缺点。

就位移有限元法而言，其应力恢复方案是：根

据节点的位移结果和本构关系计算单元内高斯点

的应力，然后采用外插值法计算节点的应力。这种
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应力恢复方案势必导致相邻单元同一节点应力结

果的不同，所以还需对不同单元同一节点的应力进

行磨平处理。另外，根据本构关系逐个单元求解高

斯点的应力不便引入应力边界条件，因而边界上节

点的应力与已知的外载荷值不一致 [6]。

二维问题或三维问题的杂交应力元的应力精

度较高 [6]。根据修正的 H⁃R变分原理建立的三维

部分杂交应力元 [5]表明，不需要假设所有应力分量

的应力场。与传统杂交应力元相比，部分杂交应力

元 [5]提高了计算效率，但是应力结果的精度仍然取

决于良好应力模式的选择。

文献 [4]的部分混合元包含 3个位移分量和两

个面外剪切应力分量。两类变量均采用相同的拉

格朗日插值函数。这种部分混合元法能确保结构

表面面外剪切应力与边界上已知的剪切应力一致，

但是不能满足面外法向应力在界面上的连续性。

基于修正的 H⁃R变分原理，可以直接建立半

解析混合元 [7⁃11]（也称为 Hamiltonian混合元），这种

部分混合元包含 3个位移分量和 3个面外应力分

量。该单元最显著的优点是通过传递矩阵技术保

证层间位移和面外应力的连续性，并能自动满足结

构表面 3个面外应力的边界条件。然而，由于半解

析混合元是平面元，故不适合厚度不均匀的结构和

大规模有限元问题。另外，当传递矩阵的操作涉及

较多层数时，会出现误差积累问题，可能影响结果

精度。

最近，文献 [12]提出了一种 8节点的非协调辛

元，与半解析混合元的不同之处是不受结构几何形

状和单元规模的限制。基于该单元的模型可同时

求解位移和面外应力，且在网格划分较稀疏的情况

下节点的面外应力精度高。一般情况下，非协调辛

元的面外应力精度高于非协调杂交应力元的面外

应力精度。但是，由于数学模型中包含了两类变

量，与非协调混合元 [13]和含参数非协调辛元 [14]类

似，其对应的线性系统所占内存空间较大。

事实上，网格密度一定的情况下，非协调位移

有限元法的位移结果比较精确。考虑到复合材料

层合结构的特点，本文主要目的是为复合材料层合

板的面外应力计算介绍一种可选的方法。

1 基本理论

1. 1 势能原理及修正的H⁃R变分原理

为了简便，这里事先假设被分析对象的位移边

界 u- ū= 0，并忽略体积力，则势能原理为

∏P = ∫V 12 (φu )TC (φu ) dV- ∫Sσ T̄ TudS (1)

式中：φ为微分操作矩阵；u=[ u1 u2 u3 ]T 为位

移向量；C为材料矩阵；V为结构的体积；S为结构

的表面积；T̄ =[ T̄ 1 T̄ 2 T̄ 3 ]T是作用在 Sσ上已知

的表面力。

修正的H⁃R变分原理可表达为 [7⁃13]

∏MHR = ∫V LMdV- ∫Sσ T̄ T udS (2)

式中 LM为 Reissner’s能密度函数，表达式为

LM =-
1
2 σ

T
o Φ 11σo + σTo [ (φ 1u )+ΦT

21 (φ 2u )+

(φ 3u ) ]+
1
2 (φ 2u )

TΦ 22 (φ 2u ) (3)

式中：σo =[ σ13 σ23 σ33 ]T 为面外应力；Φ 11，Φ 21

和Φ 22为材料参数矩阵；φ 1，φ 2和 φ 3为算子矩阵。

面内应力、位移和面外应力的关系为 [7⁃13]

σ i =Φ 21σo +Φ 22 (φ 2u ) (4)
式中 σ i =[ σ11 σ22 σ12 ]T。
1. 2 插值函数

根据非协调位移元理论 [15]，将位移插值表达式

分为协调部分和非协调部分

u= Nq e + N r re (5)
式中：q e为单元的位移向量；re为单元内部节点位

移向量；N和N r为插值函数矩阵。

面外应力可用式(5)中的插值函数N表达 [7⁃13]

σo = Np e (6)
式中 p e为单元节点的面外应力向量。

2 非协调位移元列式

将式(5)代入式(1)，可得离散形式的泛函

∏P( q e,re ) =

∑
i=1

n é
ë
ê

ù
û
ú

1
2 q

T
e D qqq e+qTe D qr re+

1
2 r

T
e D rr re- f Tq q e- f Tr re

(7)

式中：D qq = ∫V i (φΝ )TC (φΝ ) dV ，D qr=

∫V i (φΝ )TC (φΝ r ) dV，D rr=∫V i (φΝ r )TC (φΝ r ) dV，

fq = ∫s
i

T̄ TNdS，f r = ∫s
i

T̄ TN r dS。

考虑式 (7)中内部节点 re的变分可得 re和 q e的

关系式

re =-Q rqq e(Q rq =-D-1
rr DT

qr) (8)
将式 (8)代入式 (7)消去 re，再由 q e 的变分有单

元列式

( D qq - D qrD-1
rr DT

qr ) q e = fq (9)
根据式 (9)对有限元模型单元进行组装，可得

整个结构的有限元线性系统

Dq= f (10)
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式 中 ：D=∑( D qq - D qrD-1
rr DT

qr )，q= ∑ q e，f =

∑ fq。

3 面外应力与位移的关系

根据文献 [12⁃13]的方法，将式 (5)和式 (6)代入

式 (2)，并利用式 (8)消去内部节点位移向量 re 后

可得

∏MHR = ∑
n

é
ë
ê- 1
2 p

T
e K pp p e + pTe R pqq e +

ù
û
ú

1
2 q

T
e R qqq e - f Tq q e (11)

式中：K pp = ∫V i Ν TΦ 11N dV，R pq = K pq - K prQ rq，

R qq = K qq + QT
qrK rrQ rq - K qrQ rq +( K qrQ rq )T，K pq =

∫V i Ν T [ (φ 1Ν )+ΦT
21 (φ 2Ν )+(φ 3Ν ) ] dV，K pr =

∫V i Ν T [ (φ 1Ν r )+ΦT
21 (φ 2Ν )+(φ 3Ν r ) ] dV，K qq =

K T
qq = ∫V i (φ 2Ν )TΦ 22 (φ 2Ν ) dV，K qr =

∫V i (φ 2Ν )TΦ 22 (φ 2Ν r ) dV，K rr = K T
rr =

∫V i (φ 2Ν r )TΦ 22 (φ 2Ν r ) dV。

由 δ∏MHR ( p e,q e )= 0可得到欧拉方程

K pp p e = R pqq e (12)
RT
pq p e + R qqq e = fq (13)

式 (12)和式 (13)的联立形式是文献 [13]中的非

协调广义混合元。这类混合元与非协调辛元 [12]类

似，包含了两类变量，其求和后的有限元线性系统

要求较大的内存资源。

4 面外和面内应力的求解

为了避免文献 [12]非协调辛元和文献 [13]非
协调广义混合元要求较大计算机资源的问题，本

方直接采用式 (10)首先求解结构的位移，然后根

据面外应力与位移关系式 (12)求解结构的面外应

力。因此，式 (13)对于本文方法而言没有实质的

意义。

4. 1 面外应力的线性系统

考虑到面外应力变量与位移变量在结构域内

均是连续的特点，对式 (12)求和后可得到关于整个

结构所有节点面外应力变量的有限元线性系统

Kp= ψ (14)
式中：K= ∑ K pp，p= ∑ p e，ψ=∑R pqq e 为已知

的列向量。

通过式 (14)可以直接获得整个结构面外应力

的结果，各节点上的面外应力是唯一且连续的，且

式 (14)的形式为引入结构表面面外应力边界条件

提供了方便。

4. 2 面内应力的计算

将式 (5)和式 (6)代入式 (4)，并利用式 (8)消去单

元内部节点的位移向量 re，则计算各单元面内应力

的表达式为

σ ie =Φ 21 ( Np e )+Φ 22Rq e (15)
式中 R=[(φ 2N )-(φ 2N r ) D rq ]。

与文献 [7⁃11]中的方法相同，以上的面内应力

计算是按单元逐一进行的。

5 数值算例

5. 1 面外应力的收敛性

为了验证目前方法数值结果的收敛性，下面考

虑几何尺寸 (长为 a，宽为 b)a= b= 1.0和厚度 h=
0.10的板。边界条件为：在 x1 = 0和 x1 = a处，

σ11 = u2 = u3 = 0；在 x2 = 0 和 x2 = b 处 ，σ22 =
u1 = u3 = 0。假设上表面施加垂直向上的载荷

p= 1.0sin ( πx/a )sin ( πy/b )，下表面的 3个面外应

力分量为零。材料参数为：E 11 = 25E 22 = 25E 33，

G 12 = G 13 = 0.5E 33，G 23 = 0.2E 33，μ12 = μ13 = μ23 =
0.25。

4个有限元模型的网格分别为 6× 6× 6，8×
8× 8，10× 10× 10，12× 12× 12。

图 1和图 2中的横坐标为单元体积的对数，纵

坐标为误差，其中符号 NC3D8代表 ABAQUS®的
8节点非协调位移元的结果（通过外插值法求得节

点应力后进行了磨平处理）。

图中的误差计算公式为

Error= || Exact- Element
|| Exact

× 100% (16)

式中 Element为有限元解，精确解取自文献[16]。
从 图 1 可 以 看 出 ，面 外 剪 切 应 力

σ13 ( 0,b/2,h/2 )的 精 度 明 显 高 于 非 协 调 位 移 元

NC3D8的精度。即使在网格较稀疏的情况下，

σ13 ( 0,b/2,h/2 )的结果也比较理想。当然，这里没

图 1 关于 σ13 ( 0,b/2,h/2 )的比较

Fig.1 Comparison of σ13 ( 0,b/2,h/2 )
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有给出面外剪切应力 σ23 ( a/2,0,h/2 )的收敛性图

示。实际上，σ23 ( a/2,0,h/2 )与 σ13 ( 0,b/2,h/2 )收
敛情况是类似的。

图 2 表明，由本文方法所得的 σ33 的精度与

NC3D8的精度基本一致。

5. 2 位移与应力的精度

考虑复合材料层合板 [ 0°/90°/0°/90° ]，几何尺

寸 b= 2a= 1.0，厚度 h= 0.10，每层厚度相同。材

料参数、边界条件和受载情况与 5.1节中的例子相

同。模型的网格划分为 8× 16× 8。
各个变量沿厚度方向变化的结果分别如图 3―

8所示。图 3及图 5―8表明，本文的位移结果 u1及
应力 σ13，σ11 和 σ12 的结果与精确解 [16]和文献 [12]的
结果吻合良好。图 4表明目前方法的位移 u3的结

果 虽 然 没 有 文 献 [12]更 贴 合 精 确 解 ，但 误 差 在

0.48%左右。通过图 6可以看出，目前方法的面外

应力 σ33的精度略优于文献[12]。
由图 7表明，面内应力 σ11 于不同材料层界面

是不连续的，与客观事实相符。

另外，本文方法与同时完成位移与面外应力计

算的非协调辛元 [12]和非协调的广义混合元 [13]在时

间消耗方面有一定的优势（参见表 1）。

图 6 σ33沿厚度方向的分布

Fig.6 σ33 distribution along thickness direction

图 7 σ11沿厚度方向的分布

Fig.7 σ11 distribution along thickness direction

图 8 σ12沿厚度方向的分布

Fig.8 σ12 distribution along thickness direction

图 2 关于 σ33 ( a/2,b/2,h/2 )的比较

Fig.2 Comparison of σ33 ( a/2,b/2,h/2 )

表 1 计算效率(5.2节中的数值实例)

Table 1 Computational efficient (numerical example in

section 5. 2)

方法

Time/s
Ref.[12]
2.18

Ref.[13]
2.08

本文

1.37

图 3 u1沿厚度方向的分布

Fig.3 u1 distribution along thickness direction

图 4 u3沿厚度方向的分布

Fig.4 u3 distribution along thickness direction

图 5 σ13沿厚度方向的分布

Fig.5 σ13 distribution along thickness direction
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6 结 论

根据相关的文献，从修正的 H⁃R变分原理出

发，建立了单元面外应力与位移的关系，并进一步

构建了整个结构面外应力与位移关系的有限元线

性系统。该线性系统为面外应力的边界条件的引

入提供了方便。

通过实例分别对本文提出的方法的收敛性和

精度进行了数值分析。因为面外应力结果是通过

有限元线性系统直接得到的，所以无须对相邻单元

同一节点的不同应力进行磨平。另外，关于面外应

力与位移关系的有限元线性系统中的应力形函数

的阶次与位移形函数的阶次相同。这是目前方法

中面外应力精确高的主要原因。

与半解析混合法 [7⁃11]比较，本文方法与非协调

辛元 [12]、非协调广义混合元 [13]或含参数辛元 [14]相

同，不受几何形状和单元的规模限制，具有广泛的

适用性。另外，就数值计算所需要的内存资源而

言，本文方法与常规的位移法相同，大约只需要非

协调辛元 [12]或非协调广义混合元 [13]的 1/4的内存

资源。
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