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摘 要 : 导航系统的性能与其可观测性密切相关，而可观测矩阵是分析导航系统可观测性能的重要依据。本

文基于分段线性定常系统（PWCS）方法给出导航系统的可观测矩阵，进而针对测角测速组合导航系统开展可观测

性分析。通过分析测角测速组合导航系统可观测矩阵的秩和条件数，得到导航系统的可观测性和整体可观测度，

并研究导航系统的可观测阶数对导航系统的影响；同时基于奇异值分解（SVD）方法给出测角测速组合导航系统各

个状态分量的可观测性分析方法。最后，以小行星探测工程任务巡航段为背景，系统地给出了不同量测模型的导

航系统可观测性结果，分析了不同可观测性分析方法对导航系统可观测性刻画的适用性。本文所提出的可观测性

分析方法，对导航系统可观测性分析具有很好的参考性，可为组合导航系统量测模型的优选提供参考，具有良好的

理论和应用价值。
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Abstract: The performance of navigation system is closely related to its observability，and the observability matrix
is an important basis for analyzing the observability of navigation system. In this paper，the observability matrix of
navigation system is given based on the piece-wise constant system（PWCS）method. Then，the observability analysis
is carried out for the angular and range rate measurement integrated autonomous navigation. The observability of the
navigation system are obtained by analyzing the rank and condition number of the observability matrix of the integrated
navigation system，and the effect of the observability order of the navigation system on the navigation system is studied.
Meanwhile，based on the singular value decomposition（SVD）method，the observability analysis method of each state
component of the integrated navigation system is given. Finally，taking the cruise phase of asteroid exploration as the
background，the observability of the navigation system with different measurement schemes are given systematically，
and the applicability of different observability analysis methods to the description of the observability of navigation
system is analyzed. The observability analysis method proposed in this paper has a good reference for the observability
analysis of navigation system，and can provide a reference for the alternative optimization of the measurement scheme
of integrated autonomous navigation system，which has a good theoretical and application value.
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0 引言
探测器的自主导航是深空探测任务至关重要

的问题，对提高深空探测导航精度、增强其在轨生

存能力、降低任务风险有着极其重要的意义。深空

探测器自主导航可以减少任务作业的复杂性，降低

任务的成本，简化探测器的地面支持系统，提高深

空探测的效率，是深空探测任务亟需的关键能力

之一。

探测器一般不能够直接获得其自身在空间中

的位置和速度关系，大多是利用相应的信息提取算

法从光学图像、电磁波等量测量中获得相关的角

度、视线矢量等有用信息，进而解算出探测器在空

间中的位置和速度信息。但是，导航系统能否利用

这些测量信息解算得到探测器的位置和速度等状

态信息，取决于导航系统的可观测性。导航系统的

可观测性分析是构建深空自主导航系统需要解决

的首要问题［1］。

对于线性时变系统，可以利用分段定常系统

（Piece-Wise Constant System，PWCS）得到可观测

矩阵，即在一个足够小的时间区间内，将时变系统

系数矩阵视为不变，此时时变系统可以作为定常系

统处理。对于非线性时变系统，还可以利用李导数

定义可观测矩阵［2］，但在实际应用中并不方便。对

非线性系统进行局部线性化处理，LEE等［3］论证了

线性化系统可观测性与原系统是局部一致的。为

了求解方便，可以利用 PWCS将条带化可观测性矩

阵（Stripped Observability Matrix，SOM）代替系统

总 的 可 观 测 性 矩 阵（Total Observability Matrix，
TOM）分析可观测性［4］。

通过分析可观测矩阵的秩和条件数，可以得到

整体系统的可观测性和可观测度，但不能得到系统

的状态分量的可观测性和可观测度。范炜等［5］基于

奇异值分解理论，推导并给出了线性时变系统及其

状态变量的可观测度。崔平远等［6］基于李导数可观

测矩阵，研究了系统及其状态变量的可观测度，但

对导航系统状态分量可观测度的定义缺乏理论依

据，而且李导数的迭代求导使多步观测的计算变得

十分困难。

本文基于 PWCS可观测矩阵，研究了测角测速

组合自主导航系统可观测性分析方法，通过分析可

观测矩阵的秩和条件数，得到组合导航系统的可观

测性和整体可观测度；研究了导航系统的可观测阶

数对导航系统的影响，结合奇异值分解（Singular
Value Decomposition，SVD）理论给出组合导航系统

各个状态分量的可观测度。本文以导航系统观测

矩阵的条件数、导航系统的可观测阶数及导航系统

各状态分量的可观测度为指标，综合分析了不同量

测模型的导航系统可观测性。最后，以小行星探测

工程任务巡航段为背景，给出了仿真分析和结论。

1 天文自主导航系统模型

1.1 系统状态模型

深空探测器自主天文测速导航系统的状态方

程一般是依据卫星轨道动力学方程建立。在小行

星探测巡航段，主要考虑太阳、地球、小行星等天体

摄动，太阳光压摄动，探测器的修正推力等影响。

在 J2000日心黄道惯性坐标系下，假设探测器

位置 r= [x，y，z]T，速度 v= [vx，vy，vz]T，则状态变

量 X ( t) = [x，y，z，vx，vy，vz]T，那么典型的轨道动力

学方程可以表示为

ṙ = v

r̈ =-
u s
r 3
r+ ∑

i= 1

N

μi
é
ë
ê- r i

r 3i
+ r si
r 3si
ù
û
ú + aPSR + aT

（1）

式中：第 1项为以太阳为引力中心的引力加速度项；

第 2项为考虑的行星第三体引力摄动加速度项；第

3项为太阳光压摄动加速度项；最后一项为探测器

推力加速度项。

综上，可以将探测器轨道动力学方程表述为如

下一般形式：

Ẋ ( t) = f (X ( t)，t)+W ( t) （2）
式中：W ( t)为状态模型噪声，一般作高斯白噪声

处理。

1.2 导航系统量测模型

在深空探测任务中，自主导航系统的量测方案

主要是对诸如太阳、恒星、行星以及小行星等参考

天体进行测量。其中，将得到的光学图像信息或者

角度信息转换为对应的视线矢量或者空间角度信
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息［7］，进而估计得到探测器位置和速度信息，即为测

角导航方法，其原理如图 1所示。将得到的光谱信

息或频谱信息反演为探测器相对目标天体速度大

小［8-10］，并进而估计探测器位置和速度信息，即为测

速导航方法，其原理如图 2所示。

1.2.1 太阳视线矢量

基于太阳视线矢量的观测模型为

ls =-
r
r
+ v ls （3）

式中：v ls为太阳视线矢量观测误差；r为在参考惯性

系下探测器相对太阳径向位置矢量。

1.2.2 对太阳视向速度

探测器相对太阳的运动中有多普勒效应［11］，星

载光谱仪可以直接获取多普勒效应引起的光谱频

移变化，从而反演得到相对太阳的视向速度［12-13］。

相对太阳的视向速度观测模型为

v r =
v ⋅ r
r
+ vvs （4）

式中：vvs为太阳视线矢量观测误差；v r为探测器相对

太阳的径向速度大小；v为在参考惯性系下探测器

的速度矢量；r为在参考惯性系下探测器相对太阳

径向位置矢量。

1.2.3 星视线矢量和相对恒星视向速度

考虑恒星在惯性参考坐标系中近乎不动，可以

得到相对其他恒星的视线方向观测模型为

lstar =-
r
r
+ v lstar （5）

相对其他恒星的视向速度模型为

v r，star =
v ⋅ r
r
+ vvstar （6）

在深空探测导航任务中，可以基于单个或相互

组合的方式作为导航系统的量测。

2 可观测性分析方法
一般的离散 PWCS可用如下模型表示：

X ( k) = A jX ( k- 1) +W ( k- 1)
Z j ( k) = H jX ( k) + V ( k) （7）

式中：X ( k) ∈ R n；A j ∈ R n× n；W ( k) ∈ R l；Z j ( k) ∈ Rm；

H j ∈ Rm× n；j= 1，2，⋯，r表示系统分段间隔符。系

统总的可观测性矩阵可以表示为

Q ( r) =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ù

û

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

Q 1 ( )k
Q 2 ( )k eA1Δt1

⋮
Q reA1Δt1⋯eAr- 1Δtr- 1

（8）

那么，系统对应第 j段时间的可观测矩阵可以

定义为［14-15］

Q j ( k) =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ù

û

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

H j ( )k
H j ( )k Aj ( )k

⋮
H j ( )k+ s- 1 A j ( )k+ s- 2 ⋯A j ( )k

（9）

式中：s为在该段时间内观测量的个数。

基于上述 PWCS得到的可观测矩阵，针对测角

测速组合导航系统，下面具体分析不同的导航系统

可观测性指标。

2.1 系统可观测矩阵条件数

对于深空探测自主导航系统，在不同时间段内

图 1 测角导航原理

Fig.1 Schematic diagram of angular measurement

navigation

图 2 测速导航原理

Fig.2 Schematic diagram of range rate measurement

navigation
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系统可观测度是变化的，利用基于可观测矩阵条件

数的可观测度分析方法，可以给出整个导航过程中

整体可观测水平及其变化情况。

上述 PWCS模型可以写为如下线性时变离散

方程形式：

z=[ Z ( )k ⋯ Z ( )k+ s- 1 ]= Q ( k) X ( k)（10）
显然，式（10）是一个具有一般形式的线性方程。

根 据 矩 阵 扰 动 分 析 可 知 ，当 一 般 线 性 方 程

QX = z存在扰动时，有

 δX
 X

≤ cond ( )Q

1-cond ( )Q  δQ
 Q

⋅ ( δQ
 Q

+  δz
 z )（11）

式中：δQ、δz为方程左右两边的扰动；δX为由此引

起的解 X的扰动。

式（11）表明，系统扰动引起解的相对误差上界

是由矩阵 Q的条件数决定的，所以矩阵 Q的条件数

反映了系统的解随扰动变化的敏感程度。

对于深空探测自主导航系统，可以利用 PWCS
线性化并得到系统条带化可观测矩阵，然后由矩阵

的条件数表征导航系统的整体可观测度，即

γ= 1
cond ( )Q = 1

 Q · Q-1 = minσQ
maxσQ （12）

式中：σQ为Q的奇异值。分析可知 γ∈ [0，1]，当 γ=
0时，rank (Q) < n，系统不可观测；γ越大，系统状态

估计精度越高。

基于可观测矩阵条件数的导航系统可观测性

分析方法由于不依赖实际的观测数据，只与导航系

统的状态矩阵和观测矩阵有关，所以可以作为优选

导航系统模型的指标。

2.2 系统可观测阶数

由可观测矩阵求解式可知，导航系统状态的可

观测度与导航系统的观测次数有很大关系。导航

系统的观测次数即是被观测的状态变量在导航递

推过程中被积分的次数［16］，因此，可定义导航系统

状态变量的可观测阶数如下：若 xi ( 1≤ i≤ n)为 X

中状态分量，使 Q（k）中对应的 xi 可观的最小观测

次数称为 xi 的可观测阶数。

若导航系统整体不可观测，那么此时对于导航

系统的各个状态分量的可观测度也没有了实际价

值。因此，本文引出导航系统可观测阶数的概念：

使导航系统能够完全可观测的最小观测次数，即使

导航系统可观测矩阵 Q（k）满足可观测条件的最小

观测次数。

由定义可知，导航系统的可观测阶数反映了导

航系统状态与导航系统观测量之间的积分关系，它

会影响导航系统状态估计结果的收敛速度和导航

系统的抗干扰能力。

2.3 系统状态变量可观测度

下面对基于奇异值分解的系统状态变量可观

测度进行分析研究。

由矩阵奇异值分解定理，对方程中的可观测矩

阵Q，有

Q= USV T （13）
式 中 ： U、 V 为 正 交 矩 阵 ； S=
diag ([ σ1 σ2 ⋯ σr 0( )n- r × 1 ])为 Q的奇异值排列

对角矩阵；r即为系统可观测矩阵的秩。

假设系统完全能观，对上述线性时变离散方程

取差分并整理，得

δxi ( k) =VS-1U T ⋅δz= é

ë
ê
vi1
σ1

⋯ vin
σn
ù

û
úU T ⋅δz（14）

由于U为正交矩阵，对式（14）两边取 2范数，根

据 范 数 包 容 性 原 理 和 酉 不 变 性 ，整 理 可 得

 δxi ( )k =












é

ë
ê

ù

û
ú

vi1
σ1

⋯ vin
σn

U T ⋅ δz ≤













é

ë
ê

ù

û
ú

vi1
σ1

⋯ vin
σn

U T ⋅  δz =













é

ë
ê

ù

û
ú

vi1
σ1

⋯ vin
σn

⋅  δz = 1
λ  δz

（15）

即

 δxi ( )k
 δz

≤ 1
λi

（16）

式中：
1
λi

为系统状态变量受到观测变量影响的误差

上限，可以表征系统状态分量的随观测扰动变化情

况。因此，定义系统状态变量 xi ( k)的可观测度：

λi=












é

ë
ê

ù

û
ú

vi1
σ1

⋯ vin
σn

-1

（17）

显然，λi越大，系统状态变量误差上界越小，可

观测度就越高。

导航系统状态变量是多样的，不同的物理量的

量纲不一致。不同物理量的量纲归一化，等效于物
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理量的坐标作拉伸［2］。由于不同物理量的可观测度

比较会有错误结论，所以 λi适用于同量纲的物理量

之间比较。

3 仿真分析
探测器星历数据由 JPL的 de421提供，导航系

统状态模型考虑太阳、地球、小行星引力摄动以及

太阳光压摄动影响，对不同量测模型的可观测性进

行分析。

探测器在 J2000日心黄道惯性坐标系下的初始

状态参数为

r0 =[ 1.705 5× 108 2.497 7× 106 3.988 4× 106 ]T ( km )

v0 = [ ]5.101 8 26.902 5 12.032 3 T ( km/s )
（18）

初 始 位 置 误 差 为 1× 103 km，初 始 速 度 误 差

100 m/s。最后，基于 EKF的导航算法，选取小行星

探测任务巡航段做仿真分析。仿真开始时间为

2020-09-22 21：46：07 UTC，结束时间为 2020-10-22
22：46：07 UTC，仿真步长为 600 s。为方便比较，将

同量纲的状态可观测度作归一化处理。

3.1 量测模型 1：太阳视线矢量

基于“太阳视线矢量”为量测的导航模型，对其

进行可观测性分析，结果见表 1。
量测模型 1的系统是可观测的，但是可观测度

较低。系统可观测阶数为 3，系统位置状态分量可

观 测 顺 序 为 y→ z→ x，速 度 分 量 可 观 测 顺 序 为

vy → vz → vx。

基于 EKF导航算法，得到量测模型 1的导航估

计结果，见表 2。天文自主导航位置和速度 3个方向

上的估计结果如图 3所示。由导航结果可知：系统

大约在 2× 106 s时完全收敛，收敛速度较慢；位置

和速度收敛误差较大，分量收敛速度与对应的可观

测度基本一致，但是与估计精度不相关。

表 1 量测模型 1的可观测分析结果

Tab.1 Results of the observability analysis of measure‐

ment model 1

量测模型

系统可观测阶数

状态分量

可观测度

太阳视线矢量

3
x

0.014 6
y

1.000 0

系统可观测度

z

0.624 1
vx

0.014 4

1.129 4×10-13

vy

1.000 0
vz

0.618 6

表 2 量测模型 1的导航估计结果

Tab.2 Results of the navigation estimation of measurement model 1

导航结果

状态误差

误差大小

x/km
-885.998 6

901.843 4

y/km
-166.211 3

z/km
-26.490 9

vx/(m⋅s-1)
-0.911 5

0.922 8

vy/(m⋅s-1)
-0.138 6

vz/(m⋅s-1)
0.038 8

图 3 量测模型 1的基于 EKF天文自主导航

Fig.3 Autonomous celestial navigation of measurement model 1 based on EKF
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3.2 量测模型 2：太阳视线矢量&相对太阳视向

速度

基于“太阳视线矢量&相对太阳视向速度”为量

测 的 导 航 模 型 ，对 其 进 行 可 观 测 性 分 析 ，结 果

见表 3。

量测模型 2的系统是可观测的，可观测度高于

基于太阳视线矢量；系统可观测阶数为 1，系统位置

状态分量可观测顺序为 y→ z→ x，速度分量可观测

顺序为 vx → vy/vz。因为量测模型 2比量测模型 1
多了相对太阳速度的观测量，所以增强了可观测

度，减少了可观测阶数。

基于 EKF导航算法，得到量测模型 2的导航估

计结果，见表 4。天文自主导航位置和速度 3个方向

上的估计结果如图 4所示。由导航结果可知：系统

大约在 1.5× 106 s时收敛，收敛速度比量测模型 1
好；位置和速度收敛误差也优于量测模型 1。各分

量收敛速度与对应的可观测度基本一致，但是估计

精度与之并不相关。

3.3 量测模型 3：太阳视线矢量&相对 1 颗恒星视

向速度

基于“太阳视线矢量&相对 1颗恒星视向速度”

为量测的导航模型，对其进行可观测性分析，结果

见表 5。
量测模型 3的系统是可观测的，可观测度介于

表 3 量测模型 2的可观测分析结果

Tab.3 Results of the observability analysis of measure‐

ment model 1

量测模型

系统可观测阶数

状态分量

可观测度

太阳视线矢量&相对太阳视向速度

1

x

0.014 7

y

1.000 0

系统可观测度

z

0.628 8

vx

1.000 0

1.109 8×10-12

vy

0.027 5

vz

0.027 5

表 4 量测模型 2的导航估计结果

Tab.4 Results of the navigation estimation of measurement model 2

导航结果

状态误差

误差大小

x/km
-475.195 2

498.615 6

y/km
-115.838 7

z/km
-96.894 4

vx/(m⋅s-1)
0.161 7

0.181 3

vy/(m⋅s-1)
-0.031 6

vz/(m⋅s-1)
0.075 5

图 4 量测模型 2的基于 EKF天文自主导航

Fig.4 Autonomous celestial navigation of measurement model 2 based on EKF

表 5 量测模型 3的可观测分析结果

Tab.5 Results of the observability analysis of measure‐

ment model 3

量测模型

系统可观测阶数

状态分量

可观测度

太阳视线矢量&相对 1颗恒星视向速度

1
x

1.000 0
y

0.964 8

系统可观测度

z

0.984 3
vx

0.382 8

2.707 3×10-12

vy

1.000 0
vz

0.962 5
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量测模型 1和量测模型 2之间；系统可观测阶数为

1，系统位置状态分量可观测顺序为 x→ z→ y，速度

分量可观测顺序为 vy → vz → vx。因为量测模型 3
加入了相对恒星速度的观测量，所以可观测度比量

测模型 1高，但是比量测模型 2低，相对太阳速度观

测的系统性能优于对此恒星观测的系统。

基于 EKF导航算法，得到量测模型 1的导航估

计结果，见表 6。天文自主导航位置和速度 3个方向

上的估计结果如图 5所示。由导航结果可知：系统

大约在 1.5× 106 s时收敛，收敛速度与量测模型 2
相当；位置和速度收敛介于量测模型 1与量测模型 2
之间；位置分量收敛速度基本相同，速度分量收敛

速度与相对可观测度分析一致；各分量估计精度均

与可观测度无明显对应关系。

3.4 量测模型 4：太阳视线矢量&相对 3 颗恒星视

向速度

基于“太阳视线矢量&相对 3颗恒星视向速度”

的导航模型，对其进行可观测性分析，结果见表 7。
量测模型 4的系统是可观测的，可观测度很高；

系统可观测阶数为 1，系统位置状态分量可观测顺

序 为 y→ z→ x，速 度 分 量 可 观 测 顺 序 为

vx → vz → vy。

基于 EKF导航算法，得到量测模型 1的导航估

计结果，见表 8。天文自主导航位置和速度三个方

向上的估计结果如图 6所示。由导航结果可知：系

统大约在 1× 106 s时收敛，收敛速度优于其他量测

模型；状态分量收敛速度与相对可观测度分析结果

对应，但估计精度也无明显对应关系。量测模型 4
结果均优于其他量测模型，因为它的量测信息是覆

盖并且多于其他量测模型的。显然，加入新的观测

量可以增强导航系统性能。

表 6 量测模型 3的导航估计结果

Tab.6 Results of the navigation estimation of measurement model 3

导航结果

状态误差

误差大小

x/km

481.039 3

778.753 2

y/km

-321.082 8

z/km

-521.501 2

vx/(m⋅s-1)

-0.437 2

0.705 5

vy/(m⋅s-1)

-0.470 7

vz/(m⋅s-1)

-0.291 6

图 5 量测模型 3的基于 EKF天文自主导航

Fig.5 Autonomous celestial navigation of measurement model 3 based on EKF

表 7 量测模型 4的可观测分析结果

Tab.7 Results of the observability analysis of measure‐

ment model 4

量测模型

系统可观测阶数

状态分量

可观测度

太阳视线矢量&相对 3颗恒星视向速度

1

x

0.430 5

y

1.000 0

系统可观测度

z

0.664 7

vx

1.000 0

6.335 1×10-7

vy

0.241 2

vz

0.579 6
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4 结束语
本文基于 PWCS方法得到导航系统的可观测

矩阵，进而以可观测矩阵的条件数倒数作为导航系

统的可观测度指标，结合 SVD方法得到导航系统各

个状态分量的可观测度；同时引入导航系统可观测

阶数，综合分析导航系统的可观测性能及其对导航

系统刻画效果。

以小行星探测工程任务巡航段为背景，本文系

统地给出了不同量测模型的导航系统可观测性仿

真分析。由分析结果可知：系统的可观测度和可观

测阶数影响导航的收敛速度和估计精度；状态分量

的可观测度可以作为各状态分析收敛速度比较的

参考，但对估计精度影响不大。在相同观测条件

下，可观测度越高，可观测阶数越少，导航结果收敛

越快，精度越高。本文所提出的可观测性分析方

法，对导航系统可观测性分析具有很好的参考性，

可为组合导航系统量测模型的优选提供参考，具有

良好的理论和应用价值。
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图 6 量测模型 4的基于 EKF天文自主导航

Fig.6 Autonomous celestial navigation of measurement

model 4 based on EKF

表 8 量测模型 4的导航估计结果

Tab.8 Results of the navigation estimation of measure‐

ment model 4

导航结果

状态误差

误差大小

x/km

167.721 6

177.694 6

y/km

33.503 4

z/km

48.191 2

vx/
(m⋅s-1)

0.031 4

0.100 1

vy/
(m⋅s-1)

0.039 0

vz/
(m⋅s-1)

0.086 6
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