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考虑建模误差的某型火箭末级制导方法研究

孙绍杰，杨晓论，支 强，石晋峰

（太原卫星发射中心，山西  太原  030001）

摘 要: 运载火箭末级发动机点火后，在制导系统的导引下，火箭最终抵达入轨位置、取得入轨速度，卫星进入

运行轨道。火箭末级飞行动力学模型为非线性微分方程形式，难以利用解析方法得到火箭姿态变化特性，进而控

制火箭飞行过程中的状态变量。将火箭入轨约束条件转化为最优控制的性能指标函数，利用庞德里亚金极小值原

理与牛顿梯度法相结合的方式来解决动力学方程求解问题，得到末级飞行标准轨道；火箭动力学建模过程中，由于

参数难以精确计量等的影响，存在建模误差，导致火箭实际飞行轨道会偏离标准轨道。对模型进行线性化处理，引

入状态反馈，可以使实际飞行轨道接近于标准轨道，提高卫星荷载入轨要求精度。仿真结果表明：该制导算法可较

好地减小火箭载荷入轨误差。
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Research on the Final-stage Guidance Method of a Launch Vehicle 

Considering Modeling Errors
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Abstract: After the ignition of the final-stage engine，the launch vehicle guided by the guidance system will finally 
reach the orbit injection point and obtain an injection speed，and the satellite will enter the operational orbit.The final-stage 
flight dynamics model of a launch vehicle is in the form of nonlinear differential equations，which makes it difficult to obtain 
the attitude change characteristics of the launch vehicle by means of analytical methods and then control the state variables 
during the flight process of the launch vehicle.In this paper，the orbit injection constraint conditions of the launch vehicle are 
converted to a performance index function for optimal control，and the dynamic equations are solved by means of the 
combination of the Pontryagin minimum principle and the Newton gradient method，so that the final flight standard orbit is 
obtained.In the process of modeling the launch vehicle dynamics，due to the difficulties such as the parameters cannot be 
accurately measured，there are inevitably modeling errors，and thus the actual flight orbit of the launch vehicle will deviate 
from the standard one.The model is linearized，and the state feedback is introduced，which can make the actual flight orbit 
close to the standard one and improve the accuracy required for satellites loading into orbits.The simulation results show 
that the guidance algorithm can effectively reduce the orbit injection error of the launch vehicle.

Key words: optimal control； gradient method； minimum principle； controllability decomposition； state feedback

0　引言  
运载火箭的任务是将所运载的星、船等空间飞行

器送入预定的轨道。运载火箭制导不同于弹道导弹，

弹道导弹制导目标一般只有 2 个，即瞄准点的经、纬

度，而运载火箭的制导目标更多，如轨道倾角、近地点

高度、远地点高度、近地点幅角、升交点经度等。其
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中，火箭末级制导方法直接关系飞行器入轨精度。在

末级发动机点火前，火箭已经具有一定速度、到达一

定位置。点火后，在制导系统的导引下，火箭最终到

达入轨点，星、箭分离后，卫星进入预定轨道。

随着航天技术的发展，国内外开展了大量火箭制

导方法研究，主要研究目标是提高制导精度、增强任

务适应性等。文献［1-12］对制导技术、姿态控制方法

等开展相关分析，但大部分文献是对制导算法进行原

理性阐述，未对具体工程应用进行深入分析，较少对

火箭末级飞行开展针对性研究。本文以火箭末级制

导方法为研究对象，利用庞德里亚金极小值原理与牛

顿迭代法相结合的方式，建立末级飞行标准轨道，使

末级可由点火前运动状态转换为入轨要求运动状态；

火箭动力学模型建立过程中，不可避免地存在一定程

度的建模误差，火箭实际飞行轨道会偏离理论轨道，

带来入轨精度误差，对标准制导策略进行分析，适应

性调整制导方法，在线性系统能控性分析的基础上，

引入状态反馈法，可增强火箭的末级制导的环境适应

性，显著提高火箭实际飞行中的入轨精度，并为实际

工程应用提供具体参考。通过计算机数值仿真验证

制导方法的有效性。

1　火箭末级飞行动力学模型  
某火箭末级依靠发动机提供推力，推力方向为

箭体轴向，姿控系统通过控制火箭姿态改变火箭推

力方向。火箭由末级点火状态出发，可在指定时刻

到达入轨位置、取得入轨速度。

火箭末级飞行方式为共面飞行，即末端速度、

初始速度在同一平面内。建立火箭飞行坐标系 X-

O-Y系，O点为末级点火点，OX指向火箭运动方

向，位于水平面内，OY位于飞行面内，垂直向上；

D点为火箭末级入轨点。建立坐标系如图 1 所示。

末级飞行时间较短，且飞行处于近似真空状态，

可做出如下假设：1） 假定坐标系为惯性系；2） 忽略火

箭质心变动引入的附加力、科氏惯性力、喷管内外压

强差引入的推力、空气阻力；3） 火箭推力大小或等于

|
| F ( t ) ||= ( dm ( )t dt ) v r ( t )，其中 dm dt为单位时间火

箭质量变化量（单位时间喷出燃料质量），v r ( t )为喷气

相对速度，推力方向通过姿控系统调整。

火箭动力学模型如下［13-14］：

m ( t ) [ ẍ c( t ) i+ ÿ c( t ) j]= -m ( t ) g j+
dm ( )t

dt v r ( t ) cos ( θ ( t ) ) j+
dm ( )t

dt v r ( t ) sin ( θ ( t )

) i （1）

式中：( xc( t )，yc( t ) ) 为火箭瞬时质心的坐标，m；

m ( t )为火箭瞬时质量，kg；θ ( t )为火箭推力方向与

竖直方向间的夹角，rad；i、j、j为坐标轴 X、Y、Z方向

单位向量；g为重力加速度，m/s2。

假设飞行过程中燃料消耗速度恒定、喷管喷气

速度恒定，即 dm ( t ) dt= const= ṁ，v r( t ) = const=
v r，可得方程式如下：

m ( t ) = m st - ṁt （2）
式中：m st 为火箭初始质量，kg；ṁ为火箭瞬时质量变

化值，kg/s。
取：u ( t ) = θ ( t )，x 1( t ) = ẋ c( t )，x 2( t ) = ẏ c( )t ，

x3( )t = xc( )t ，x4( )t = yc( )t ，即以火箭质心瞬时速

度、位置为状态量，火箭推力角度变化为控制量，可

得 x，( t ) = f ( x ( t )，u ( t )，t ) 的状态方程形式，可得

方程式如下：
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ï
ïï
ï
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ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ẋ 1( )t = ṁv r

m st - ṁt
sin ( )u ( )t

ẋ2( )t = ṁv r

m st - ṁt
cos ( )u ( )t - g

ẋ 3( )t = x1( )t
ẋ 4( )t = x2( )t

（3）

终端状态约束表达式如下：

x1( t f ) = vx( t f )， x2( t f ) = vy( t f )，
x3( t f ) = x ( t f )， x4( t f ) = y ( t f ) （4）

式 中 ：t f 为 火 箭 末 端 飞 行 时 间 要 求 ，s；
vx( t f )、vy( t f )、x ( t f )、y ( t f )为火箭入轨点D对应的沿坐

标系X、Y轴方向的速度和位置要求，单位分别为 m/s
和 m。

图 1　火箭末级运动坐标系

Fig.1　Coordinate system of the final-stage motion of a 

launch vehicle
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研究控制量 u ( t ) 如何变化，可使火箭状态由点

火时状态变换为入轨状态。

2　末级飞行的最优控制分析  
式（3）为非线性微分方程。该问题本质为泛函

问题，一般而言，直接求解满足该方程末端所有约

束条件的控制量较为困难。

引入性能指标函数如下：

J= ( x 1( t f ) - vx( t f ) )2 +( x2( t f ) - vy( t f ) )2 +
( x 3( t f ) - x ( t f ) )2 +( x 4( t f ) - y ( t f ) )2 （5）

将终端状态约束转化为性能指标函数。问题

可转化为求解容许控制 u ( t )，使得 J最小，利用极小

值原理求解上述最优控制问题［15-16］。极小值原理是

苏联科学家庞德里亚金提出的现代最优控制数学

理论，该理论能给出具有约束的条件下最优控制的

解，在火箭控制领域得到广泛应用。

哈密顿算子H为

H= λ1( t )
ṁv r

m st - ṁt
sin (u ( t ) )+

λ2( t ) ( ṁv r

m st - ṁt
cos (u ( t ) )- g )+

λ3( t ) x 1( t ) + λ4( t ) x2( t ) （6）
正则方程如下：
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λ̇1( )t = -λ3( )t
λ̇2( )t = -λ4( )t
λ̇3( )t = 0
λ̇4( )t = 0

（7）

可得：
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λ1( )t = c1 - c3 t

λ2( )t = c2 - c4 t

λ3( )t = c3

λ4( )t = c4

（8）

正则方程终端条件：
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λ1( )t f = 2( x 1( )t f - vx( )t f )
λ2( )t f = 2( x2( )t f - vy( )t f )
λ3( )t f = 2( x 3( )t f - x ( )t f )
λ4( )t f = 2( x 4( )t f - y ( )t f )

（9）

式中：λ1、λ2、λ3、λ4为哈密顿算子系数；c1、c2、c3、c4为正

则微分方程的通解系数  。
不难发现，利用极小值原理难以直接得到最优

控制的解。参考文献［17-21］，利用牛顿梯度下降法

求解上述最优控制问题。该方法是一种直接法，特

点是先设置 1 个控制序列，可能并不满足性能指标

函数最小的必要条件；再用迭代算法根据哈密顿算

子梯度减小的方向来改善控制序列，满足必要条

件。梯度法求解步骤如下。

第 1步  选取初始控制向量，取为U 0 ( t )。
第 2步 结合控制向量和火箭初始约束条件，求

解状态方程式（3），得到火箭实时状态向量X k ( t )。
第 3步  结合正则方程终端条件式（9），求解正

则方程式（7）。

第 4步  求解哈密顿算子对U的梯度向量，表达

式为

g k = ∂H ∂U= λ1
ṁv r

m st - ṁt
cos (U ) -

λ2
ṁv r

m st - ṁt
sin (U ) （10）

第5步 判断是否满足约束极值问题，J (U k ) ≤ ε，
满足终止计算；不满足有：U k+ 1 = U k - ak g k（ak为迭

代步长，根据迭代误差选取），转入第 2步。U k为控制

向量实时迭代值，J (U k )为按照式（5）计算值。

通过以上方法，可以得到火箭末级飞行标准轨

道 ，火 箭 末 级 标 准 弹 道 状 态 参 数 矢 量
-
X ( t ) =

( x̄ 1( t )，x̄2( t )，x̄3( t )，x̄4( t ) )，标准控制量为 Ū ( t )。

3　误差条件下制导策略研究  
为描述复杂的现实世界对象，在动力学模型中

存在抽象和简化，火箭质量、运动参数等难以精确

计量，建模误差必然存在，且成为不确定性内容中

的重要组成部分。受该条件影响，在原有控制量作

用下，火箭末级实际飞行轨道会偏离标准轨道。需

调整制导方法，使实际飞行轨道接近于标准轨道，

满足入轨点参数约束要求。

在标准弹道
-
X ( t0 ) 处对式（3）做泰勒展开，即在  

x 1( t0 ) = x 10，x 2( t0 ) = x 20，x 3( t0 ) = x 30，x 4( t0 ) = x 40，

u ( )t0 = u0，t= t0 做展开［22-24］，得到表达式如下：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ẋ1( )t = ṁv r

m st - ṁt0
sin ( )u0 + ṁṁv r

(m st - ṁt )2 sin ( )u ( )t- t0 +

                ṁv r

m st - ṁt
cos ( )u0 ( )u- u0 + o( )u- u0 + o( )t- t0

ẋ2( )t = ṁv r

m st - ṁt0
cos ( )u0 + ṁṁv r

(m st - ṁt )2 cos ( )u ( )t- t0 -

                ṁv r

m st - ṁt
sin ( )u0 ( )u- u0 + o(u- u0 )+ o( )t- t0

ẋ3( )t = x10 + ( )x1( )t - x10 + o ( x1( )t - x10 )

ẋ4( )t = x20 + ( )x2( )t - x20 + o ( x2( )t - x20 )

   ( 11 )
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建模参数误差等引起的轨道偏差在初始阶段

通常较小，忽略高阶项，得到表达式如下：
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∆ẋ1( )t = ṁv r

m st - ṁt
cos ( )u0 ∆u+

ṁṁv r

(m st - ṁt )2 sin ( )u Δt

∆ẋ2( )t = - ṁvr

m st - ṁt
sin ( )u0 ∆u+

ṁṁvr

(m st - ṁt )2 cos ( )u Δt

∆ẋ3( )t = ∆x1( )t
∆ẋ4( )t = ∆x2( )t

（12）

在 Δt= t- t0 较 小 时 ，可 近 似 Δt=

0， ṁvr

m st - ṁt
cos ( u0 )、 ṁv r

m st - ṁt
sin ( u0 ) 在 ( t0，t0 + Δt )

范 围 内 变 化 不 大 ，可 将
é
ë
êêêê

ṁvr

m st - ṁt
cos ( )u0 、

ù

û

ú
úú
úṁv r

m st - ṁt
sin ( )u0 用

é
ë
êêêê

ṁv r

m st - ṁt0
cos ( )u0 、

ù
û
úúúú

ṁv r

m st - ṁt0
sin ( )u0 替换，将时变问题转化为非时变问

题，得到方程式如下：
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∆ẋ1( )t = ṁvr

m st - ṁt0
cos ( )u0 ∆u ( t )

∆ẋ2( )t = - ṁvr

m st - ṁt0
sin ( )u0 ∆u ( t )

∆ẋ3( )t = ∆x1( )t
∆ẋ4( )t = ∆x2( )t

（13）

研 究 上 述 约 束 方 程 ，寻 找 ∆u ( t )，满 足 ：

∆X ( t 0 )= ∆X 0，∆X ( t ) → 0，其中 ∆X=[ ∆x1，∆x2，

∆x3，∆x4 ]。
上述问题本质为线性定常系统的能控性问题。

引 入 反 馈 控 制 ∆u ( t )= -k1 ∆x1( t ) - k2 ∆x2( t ) -
k3 ∆x3( t ) - k4 ∆x4( t )，当此时导出的状态反馈闭环

系统是渐进稳定时，可满足制导控制要求。状态反

馈是将系统的状态反馈到输入端，与控制输入，一

起作用到系统中。

不失一般性，线性定常系统为 ẋ ( t ) =Ax ( t ) +
Bu ( t )，A、、B分别为线性定常系统系数矩阵、输入矩阵，

x ( t ) 为 Ⅳ 阶列向量。令M = [ B，AB， ]…，A3B ，

秩rank ( )M = n1。

则 反 馈 矩 阵 K= ( k1，k2，k3，k4 ) 计 算 步 骤

如下［25-29］。

1） 对给定系统进行能控性分解，导出能控子系

统 ( A͂ c，B͂ c )。
引入非奇异变换：x ( t ) = R c x͂ ( t )，其中 R c满足：

取M中 n1 个线性无关的列，其余 4 - n1 列为确保 R c

非 奇 异 的 任 意 向 量 。 则 ：A͂= R-1
c AR c =

ì
í
îïï
A͂ 11

0 | A͂ 12

A͂ 22

ü
ý
þïï

} n1

} 4 - n1
，B͂= R-1

c B= é
ë
êêêê

ù
û
úúúúB͂ 1

0
} n1

} 4 - n1
，能 控

子系统表述为 [ A͂ 11，B͂ 1 ]；当非能控子系统 A͂ 22 极点

位于负平面，系统渐进稳定。

2） 应用非奇异线性变换阵 T c1，将能控子系统

( A͂ c，B͂ c )化为能控标准Ⅰ型 ( Ā c，B̄ c )；解释 T。

3） 应用极点配置算法，计算反馈增益阵 K̄，使

能控子系统的特征值具有负实部。

4） 计算状态反馈矩阵K=[ K̄T -1
C1   0 ] R-1

c 。

综上所述，制导算法框图如图 2 所示。采用庞

德里亚金极小值原理与牛顿迭代法相结合的方法

求取标准轨道，实际飞行轨道参数与标准轨道参数

存在偏差，利用泰勒展开将对轨道偏差进行线性化

处理，能控型变换的方法引入状态反馈，以消除偏

差，使实际飞行轨道跟随标准轨道。

4　仿真验证  
以某火箭末端飞行参数为例，进行仿真验证。

火箭末端起始质量为 800 kg，发动机工作时间为

50 s，燃料喷气速度为 2 000 m，火箭质量变化率为

1 kg/s，末端入轨位置与发动机点火位置在 x、y方向

距离分别为 253 100、37 510 m。发动机点火前火箭

x、y方向飞行速度分别为 5 000、1 000 m/s，入轨速

图 2　制导算法原理

Fig.2　Principle block diagram of the guidance algorithm
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度要求为 5 130、500 m/s。
利用 Matlab软件进行仿真验证，标准弹道仿真结

果如图 3和图 4所示。利用极小值原理和牛顿迭代法

求解的控制量（火箭推力与竖直方向夹角）随时间变

化而变化，如图 3所示。标准弹道时火箭空间位置变

化如图 4 所示。入轨点处 x、y方向上速度、位置分别

为（5 126.8、505.4 m/s，253 101.00、37 512.71 m），与入

轨要求值（5 130、500 m/s，253 100、37 510 m）相比误

差较小。仿真结果表明，利用极小值原理与牛顿迭代

法相结合，可以得到满足入轨要求的标准轨道，入轨

点误差参数较小。

发动机实际喷气速度与理想喷气速度之间存

在一定范围波动，在喷气速度中引入随机变量序

列，误差控制在理想速度 10% 以内，模拟实际飞行

过程喷气速度变化。计算反馈矩阵程序关键代码

如下所示。

%构造能控性变换矩阵 Rc

M=ctrb（A，B）； %［B AB … An-1B］

［V，J］=jordan（M）； %V为变换矩阵

［R，j］=rref（M）； %R为简化后的阶梯型矩阵，j为主元

J1=M（：，j）； %求取M中最大无关向量组组成的矩阵

［row，col］=size （M）；

for i=1：100 %利用随机序列构造能控性变换阵

inter=rand（row，row-rank（M））；%%随机序列

if rank（［J1，inter］）==row %随机序列满足满秩要求

Rc=［J1，inter］；

break
end
end
%%%能控标准型状态反馈矩阵

Kc=acker（Ac，Bc，P）；%%Ac，Bc为能控标准型，P为期

望的极点，Kc为状态反馈矩阵

引入喷气速度误差后，制导算法仿真结果如

图 5~图 8 所示。图 5~图 6 分别表示 x、y方向上实

际飞行速度与标准轨道要求飞行速度的差值随飞

行时间的变化结果。实线表示控制量 u0 未引入反

馈时差值变化曲线，虚线表示控制量 u0引入 状态反

馈后差值变化曲线。仿真结果表明，引入反馈后，

飞行过程中实际飞行速度更接近标准轨道速度，入

轨速度与要求入轨速度更接近。

图 7和图 8表示 x、y方向实际飞行位置与标准轨

道位置的差值随时间变化结果。实线表示控制量 u0 未

引入反馈时差值变化曲线，虚线表示控制量 u0引入状

态反馈后差值变化曲线。仿真结果表明，引入反馈后，

飞行过程中实际飞行位置更接近标准轨道位置，入轨

位置参数与要求入轨位置参数更接近。

图 3　火箭控制量（与竖直方向夹角）变化曲线

Fig.3　Change curve of the launch vehicle control quantity 

（angle with the vertical direction）

图 4　火箭标准飞行轨道

Fig.4　Standard flight orbit of the launch vehicle

图 5　x方向上实际飞行速度与标准轨道速度差值变化曲线

Fig.5　Change curve of the difference between the actual 

flight speed and the standard orbit speed in the x-

direction

118



第  41 卷  2024 年第  2 期 孙绍杰，等：考虑建模误差的某型火箭末级制导方法研究

5　结束语  
火箭末端动力学状态方程为非线性微分方程

形式，一般难以求得解析解。引入最优控制的概

念，将末端位置、速度约束转化为性能指标要求，采

用庞德里亚金极小值原理与牛顿 -梯度下降法相结

合的方式对转化后的最优控制问题进行求解，得到

标准轨道。

火箭实际飞行过程中，受建模参数误差等影

响，火箭实际飞行轨道偏离标准轨道，根据实际飞

行轨道与标准轨道误差变化，在标准控制量的基础

上，引入状态反馈，使得实际飞行轨道更接近于标

准轨道，满足高精度入轨要求。计算机仿真结果表

明了该方法的有效性。
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