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  摘 要:针对小天体不规则程度高、引力场复杂,且物理参数存在较高不确定性的问题,基于小天体着陆动力

学方程线性化近似解析解,对各动力学参数不确定性的影响进行了分析。考虑动力学方程线性化带来的误差,引
入线性化误差补偿校正方法,建立了探测器轨迹对动力学参数不确定性的敏感度方程。以小行星Eros433为例,

重点分析了目标小天体质量、自转角速度、引力势函数系数,以及探测器初始状态、推力加速度等动力学参数不确

定性对探测器着陆轨迹的影响。数学仿真分析表明,针对本文选取的目标小天体,推力加速度扰动为主要影响因

素,探测器初始状态的不确定性为次要影响因素,其他参数扰动的影响较小。
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Abstract:Tothechallengeofhighdegreeirregularity,complexgravityfieldandrelativelyhighdegreeof

physicalparametersuncertaintyofsmallcelestialbodies,theimpactofdynamicparametersuncertaintyisanalyzed,

basedontheapproximatelinearizedanalyticalsolutionofthesmallcelestialbodylandingdynamicequations.A
calibratingmethodisusedtocompensatetheerrorsbroughtinbylinearization.Andthesensitivityequationsof
spacecrafttrajectoriestodynamicparametersareestablished.TakingtheasteroidEros433asanexample,the
impactoftheuncertaintyofthemass,rotationrateandgravitationalpotentialcoefficientsofthetargetbodyonthe
spacecraftlandingtrajectory,theinitialstateofthespacecraftandthethrustaccelerationareanalyzedelaborately.
Mathematicalsimulationshowsthatforthisselectedtargetbody,thethrustaccelerationdisturbanceistheprimary
factorofsuchimpact,andtheinitialstateofthespacecraftthesecondaryone.Andtheimpactofotherparameters
arerelativelysmall.
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0 引言

对小天体的探测研究,有利于人们认识和研究

太阳系的起源与演化。因此,小天体探测是21世纪

深空探测活动的重要内容[12]。其中,着陆探测由

于能够进行现场科学探测,因而引起学者的广泛兴

趣[34]。迄今,各国的小天体探测任务中,有2次成

功 完 成 了 着 陆 任 务,分 别 为 美 国 航 空 航 天 局

(NASA)发射的NEAR探测器于2001年2月着陆

于Eros433小行星[5],和日本宇宙航空研究开发机



构(JAXA)发 射 的 Hayabusa探 测 器 于 2005 年

11月着陆于Itokawa小行星并采样返回[6]。此外,
欧洲太空局(ESA)发射的Rosetta探测器预计将于

2014年11月对 Churyumov-Gerasimenko彗星进

行着陆探测[7]。
形状的不规则性是小天体显著的物理特征。由

于形状极度不规则,小天体引力场环境较为复杂,小
天体的各物理参数也存在较大的不确定性[89]。这

种参数不确定性会对小天体着陆过程产生影响,给
小天体着陆任务带来挑战。同时,发动机推力误差

等探测器自有误差也对小天体着陆精度造成影响。
因此,有必要对小天体着陆过程中参数不确定性的

影响进行分析与研究,通过分析各参数不确定性对

探测器状态的影响程度,可重点关注影响较大的参

数并设法减小相应的误差。Broschart等对小天体

固联坐标系下探测器的平移与下降运动特点进行了

大量研究,并进行了敏感性分析,取得了显著的研究

成果[10]。
本文针对小天体下降与着陆过程,首先给出动

力学方程并对其线性化,利用线性化方程对探测器

状态及其他变量求解。基于这些方程和敏感性分析

方法,研究了探测器状态对参数不确定性的敏感度,
对相同条件下处于不同区域时探测器状态对各参数

的敏感度进行了分析与比较,并以Eros433小行星

参数[9]为例给出了仿真分析结果。

1 系统动力学模型

1.1 坐标系

本文采用小天体固联坐标系Σb:原点ob 位于小

天体质心,zb 轴与小天体最大惯量轴即自转轴重

合,xb 与yb 轴分别与最小和中间惯量轴重合,xb,

yb,zb 三轴满足右手法则,如图1所示。

图1 小天体固联坐标系

Fig.1 Smallcelestialbodyfixedframe
 

1.2 动力学方程

假设小天体密度均匀并绕其最大惯量主轴匀速

转动,忽略其他干扰力,在小天体固联坐标系下,选

取探测器位置、速度为状态变量,即
X=[rT,vT]T=[x,y,z,̇x,̇y,̇z]T

则探测器的动力学方程可表示为

Ẋ=AX+[0,0,0,Tx +∂V∂x
,Ty +∂V∂y

,Tz+∂V∂z
]T
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其中,ω为小天体自转角速度;Tx,Ty,Tz 为探测器

控制力形成的三轴加速度分量;V 为小天体引力势

函数;∂V
∂x
,∂V
∂y
,∂V
∂z

为三轴的小天体引力加速度分量。

小天体引力势函数采用球谐函数形式,即
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其中,Pnm为缔结勒让德多项式;Cnm 和Snm 为小天体

引力场对应的球谐函数各阶系数;a为小天体名义

半径;θ,φ,r分别为探测器所处的经度、纬度和半

径,满足

r= x2+y2+z2

tanθ=y/x
sinφ=z/
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1.3 动力学方程线性化

由于探测器受到的小天体引力加速度与探测器

位置有关,因此式(1)所示的动力学方程为非线性方

程,且无法求出精确解析解。在一些情况下,需要解

析形式的近似解。此时可将式(1)进行线性化处理,
得到近似的线性化方程

Ẋ=(A+δ)X+u (3)
其中

δ=
03×3 03×3
∂2V
∂r2 0 03×
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则可求出此线性方程的解析解

X(t)=e(A+δ)tX(0)+∫
t

0

e(A+δ)(t-τ)udτ (4)
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  虽然探测器的运动存在很大的非线性,但线性

化假设可在一定精度下简化分析过程,并能获得解

析形式的近似解,便于进一步的分析,在初期的理论

推导和任务设计阶段是非常方便和重要的分析

手段。
由于矩阵A+δ可逆,若在研究的时间范围内,

推力加速度T为常矢量,则此解可进一步化简为

X(t)=e(A+δ)tX(0)+(A+δ)-1 e(A+δ)t-I6×[ ]6 u
(5)

  式(5)即为常推力加速度下动力学方程式(3)的
线性近似解析解。

2 线性化误差校正

2.1 利用线性化方程求解未知变量

式(5)中含有6个方程,包括始末状态、推力加

速度、作用时间共计16个变量。若已知其中10个

变量,则可求解出6个未知变量。
例如,若已知初始状态X(0),欲在常推力加速

度T作用下经时间tf 到达末端位置rf,则可求得T
和到达末端位置时的速度vf 分别为:

vf =G(1:3,4:6)-1(G(1:3,:)e(A+δ)tfX(0)-
 G(1:3,1:3)rf)

T=G(4:6,:)X(tf)-e(A+δ)tfX(0( ))-
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(6)
其中,G= e(A+δ)tf-I[ ]6×6

-1(A+δ),G(1:3,4:6)表
示G矩阵的第1~3行,4~6列组成的矩阵,G(1:

3,:)表示 G 矩阵的第1~3行组成的矩阵,依此

类推。

2.2 线性化误差及误差校正

线性化方程求解出的探测器状态为近似解,与
真实状态存在误差。探测器的真实状态X*(t)可表

示为

X*(t)=eAtX(0)+

∫
t

0

eA(t-τ)01×3,∂V∂r r*(t)+
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  则线性化误差可表示为

E(t)=X*(t)-X(t) (8)

  假设在适当时间范围内,线性化解(5)的轨迹接

近真实轨迹,且此区域内∂V
∂r

也很接近,则可认为在

此区域内进行线性化带来的误差总是近似相等的。

这样,可对式(6)所求得的推力加速度T 进行校

正[10]:按照非线性方程式(1)进行数值求解后,可求

出末时刻的线性化误差E(tf)。基于X*(tf)附近

不同轨迹对应的E(tf)近似相等的假设,可设一个

用于校正的X̂(tf),满足

X̂(tf)=X(tf)-E(tf) (9)

  再将X̂(tf)带入式(6)求解出经过校正的推力

加速度T。图2和图3以Eros433小行星的数据为

例可表明线性化误差的校正原理。经过校正,距离

目标位置的偏差一般可减少一个数量级或以上。

图2 线性化误差修正示意图

Fig.2 Schemeoflinearizationerrorcalibration
 

图3 线性化误差修正局部放大图

Fig.3 Calibrationschemepartiallyamplified
 

3 探测器状态对参数不确定性的敏
感度

  从动力学方程的解式(5)及引力势函数式(2)可
以看出,探测器t时刻的状态变量X(t)与其初始状

态、发动机推力加速度、小天体自转角速度、质量和

球谐函数各阶系数有关,即
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X(t)=g(X(0),ω,T,M,Cnm,Snm) (10)

  于是,式(10)中各参数的误差或不确定性都会

对探测器的状态与着陆轨迹产生影响。

在tf 时刻,以αi,i=1,2,...,k表示参数ω,

M,Cnm,Snm,X(0),T,则X(tf)的协方差矩阵可表

示为:

cov(X(tf))=∑
k

i=1

∂X
∂αi

tfcov(αi)(∂X∂αi
tf
)T(11)

  由式(11)可以看出,X(tf)的不确定度与各参数

的不确定度和X(tf)对该参数的敏感度矩阵有关,

即由系统状态方程和各参数不确定度共同决定。探

测器状态对某参数的敏感度矩阵可由以下过程

求得[11]

结合动力学方程

Ẋ=AX+
03×1

T+∂V∂

é
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=f(X,ω,T,M,Cnm,Snm)

(12)

  对某一参数αi,其敏感度矩阵Sαi
(t)=∂X∂αi

t

满足

dSαi
(t)
dt =

d∂X∂αi

dt =∂̇X∂αi
+∂̇X∂X

∂X
∂αi

=

∂̇X
∂αi

+∂̇X∂XSαi
(t) (13)

  通过解上式中的微分方程即可求出对某参数的

敏感度矩阵,再结合该参数的不确定度,即可得到

某时刻探测器状态X(tf)的不确定度。

由式(11)可见,已知各参数不确定的情况下,探

测器状态对各参数的敏感度矩阵随时间变化,因此

由某一参数扰动引起的探测器状态不确定度也随时

间变化。可研究相同条件下,同一时刻各参数不确

定性对探测器状态的影响,来比较某一任务中不同

参数扰动的作用大小;对某一参数,可研究探测器处

于不同区域(初始状态)时,其状态受该参数扰动影

响的差异。这里,取探测器位置向量协方差阵最大

特征值的平方根作为探测器位置不确定度的度量

指标

σ=max λ∈R:λI3×3-cov(rt)v̂={ }0 (14)

4 仿真与分析

4.1 线性化误差校正的仿真分析

以Eros433小行星为例进行仿真分析。假设

探测器在常推力作用下沿径向向小行星表面下降

(即保持经纬度不变)。仿真中选取探测器初始位置

半径为20km,经纬度选取多组数据以比较,初始速

度大小为3.0m/s,方向指向小天体质心即坐标系

原点,末 端 位 置 半 径 为 17.8km,运 动 时 间 为

1000s。在某一初始位置,可由式(6)计算所需推力

加速度并通过式(9)校正。仿真末端位置与目标末

端位置的偏差(距离)随初始位置的经纬度不同而变

化,可 绘 制 等 高 线 图 表 示。仿 真 所 用 参 数 参 照

NEAR任务获得的数据,如表1所示,未经误差校

正和校正后末端位置偏差的区域分布如图4和图

5所示。

表1 仿真参数

Table1 Simulationparameters
仿真参数 取值 仿真参数 取值

ω 3.3117×10-4rad·s-1 R0 20km
a 16km Rf 17.8km

μ=GM 446210m3·s-2 v0 3.0m·s-1

M 6.6904×1015kg t 1000s

图4 未校正时末端位置与目标位置偏差等高线图(单位:m)
Fig.4 Contourmapofterminalpositionoffsetfromtarget

withoutcalibration(unit:m)
 

由图4和图5可见,在此仿真条件下:

1)校正前的末端位置偏差一般处于米级,校正
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图5 校正后末端位置与目标位置偏差等高线图(单位:cm)
Fig.5 Contourmapofterminalpositionoffsetfromtargetafter

calibration(unit:cm)
 

后减小至厘米级,精度提高了2个数量级,表明此校

正方法非常有效。

2)纬度愈靠近0°,经度愈靠近0°或±180°,即愈

靠近xb 轴,则偏差愈大。这表明愈靠近长轴,小天

体形状的不规则度愈大,引力加速度的非线性愈强,

线性化引入的误差愈大。

4.2 探测器状态对参数敏感度的仿真分析

仿真参数仍如表1所示,各参数的1-σ不确定

度参照NEAR任务中获得的数据以及文献[10],如

表2所示。

表2 仿真参数的1-σ不确定度

Table2 1-σuncertaintyofthesimulationparameters
参数 不确定度 参数 不确定度

ω 3.03×10-11rad/s x,y,z 5m
M 0.0448% ẋ,̇y,̇z 1×10-3m/s

C1m,S1m 4×10-6 Tmag 0.8%
C2m,S2m 4×10-6 ϕT 2°
C3m,S3m 5×10-6 θT 2°

其中,对球谐函数系数的不确定度考察到3阶,

Tmag,ϕT,θT 分别代表推力加速度大小和推力方

向角。

探测器末端位置不确定度以式(14)中σ表达,

得到图6所示的等高线图。由各参数扰动引起的不

确定度数量级如表3所示,其中推力加速度扰动引

起的末端位置不确定度分布如图7所示。

在此仿真条件下:

1)将图6与图7进行比较发现,二者等高线图

非常相似,数值也非常接近,表明末端位置的不确定

度主要源于推力加速度的不确定性,即末端位置不

确定度受发动机推力不确定性影响最大,发动机推

力偏差是影响探测器着陆轨迹不确定度的主要

因素。

表3 各参数扰动引起的末端位置不确定度的数量级

Table3 Orderofmagnitudeofterminalpositionuncertainty
duetouncertaintyofeachparameteralone

参数 数量级/m 参数 数量级/m

ω 1×10-5~1×10-4 X(0) 1

M 0.1~1 T 10

Cnm,Snm 0.01 总体 10

图6 末端位置不确定度等高线图(单位:m)
Fig.6 Contourmapofterminalpositionuncertainty(unit:m)

 

图7 参数T扰动引起的末端位置不确定度等高线图(单位:m)
Fig.7 Contourmapofterminalpositionuncertaintydueto

uncertaintyofT(unit:m)
 

2)末端位置的不确定度为10m级,主要分布于

30~50m范围。推力加速度偏差引起的末端位置

不确定度为10m级,主要分布于25~45m范围,为

主要影响因素;初始状态偏差引起的末端位置不确

定度为米级,主要分布于5~6m范围,为次要影响

因素;小天体质量、引力势函数系数、自转角速度不

确定性引起的末端位置不确定度均小于米级。可见
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在此仿真条件下,探测器轨迹的不确定度主要受推

力偏差影响,其次受初始状态误差影响,受其他参数

扰动的影响较小。

5 结论

本文对小天体着陆过程中 探测器状态对小天

体及探测器参数的敏感性进行了简要的分析。首

先,建立非线性动力学方程并进行了线性化,得出线

性化方程的近似解析解。基于线性化方程,得出常

推力下求解未知变量的方法,并引入一种线性化误

差校正方法。探测器状态的不确定度由各参数不确

定度和探测器状态对各参数的敏感度共同决定。通

过敏感性分析,比较了探测器着陆轨迹在相同条件

下受各参数扰动影响的区别和处于不同区域时受某

一参数扰动影响的差异。在本文的仿真条件下,推

力加速度的扰动为主要影响因素,初始状态的不确

定性为次要影响因素,其他参数扰动的影响较小。
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