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基于四面体单元的三维裂纹自动化建模

高文，王生楠

（西北工业大学 航空学院，西安 710072）

摘 要：三维裂纹前缘布置结构化网格是一项耗时且困难的工作。以二次四面体单元虚拟裂纹闭合法（VC⁃
CM）为基础，提出基于几何特征的三维裂纹建模方法，阐述应用四面体单元在 ABAQUS上进行三维裂纹建模

的实现细节；应用 Python编程语言结合NumPy和 SciPy开源科学计算库开发参数化三维裂纹分析程序包，实现

三维裂纹问题分析的全流程自动化；数值算例和文献中的结果吻合很好，表明本文建模方法是准确且可靠的，

全模型采用常规四面体单元，提高了三维裂纹自动化建模的稳定性和鲁棒性。
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0 引 言

工程结构由于材料夹杂或服役等原因不可避

免地存在缺陷或裂纹，这些缺陷或裂纹在疲劳载

荷的作用下逐渐扩展最终导致结构发生断裂。据

统计，大约 60%的结构失效是由疲劳裂纹扩展引

起的，因此，需要对含裂纹结构的安全性进行量化

分析。在线性弹性断裂力学（Linear Elastic Frac⁃
ture Mechanics，简称 LEFM）范围内，应力强度因

子（Stress Intensity Factors，简称 SIFs）用来表征裂

纹尖端附近应力场强度，是研究裂纹起裂和扩展

的关键因素。但只有少数形式简单的裂纹可以通

过试验或解析的方式获得应力强度因子解，对于

形式复杂的裂纹问题，不可避免地要使用有限差

分法、有限元法、边界元法等数值方法来求解。在

这些方法中，有限元法由于其较高的求解效率和

可以模拟任意复杂几何形状而在工程界占据主导

地位。

由线弹性断裂力学可知，裂纹尖端附近应力

场存在 1 r 奇异性。要正确模拟奇异应力，需要

在 裂 尖 附 近 布 置 非 常 细 密 的 网 格 。 R. S. Bar⁃
soum［1］和 R. D. Henshell等［2］研究发现，将二次单

元的中节点移动到靠近裂尖四分之一处可以正确

地模拟裂纹尖端奇异应力。对于三维裂纹的有限

元建模，当前使用最广泛的裂尖单元是塌陷四分

之一节点六面体单元（Collapsed Quarter-point 20-
node Hexahedral Finite Element），主要原因有两

个：一是该单元准确地再现了裂纹尖端附近的奇

异应力场；二是许多断裂参数计算方法是基于六

面体单元发展起来的，可以方便地用于应力强度

因子 K、J积分（J-integral）、应变能释放率 G（Strain
Energy Release Rate，简称 SERR）等断裂参数的计

算，比如位移法（Displacement Extrapolation Meth⁃
od，简称 DEM）、四分之一节点单元应力法（Quar⁃
ter Point Element Stress Method，简称 QPESM）、

交 互 积 分 法（Interaction Integral Method，简 称

IIM）、虚 拟 裂 纹 扩 展 法（Virtual Crack Extension
Method，简称 VCEM）、虚拟裂纹闭合法（Virtual
Crack Closure-Integral Method，简 称 VCCIM 或

VCCM）等。由此形成了当前三维裂纹有限元建

模的主要方法：在裂纹前缘使用六面体单元/应力

奇异单元，模型其余部分采用四面体单元［3-5］或六

面体单元［6］进行网格划分，比如三维裂纹分析软件

FRANC3D［3］，CRACKTRACER3D［4-5］，ZENCR-
ACK［6］；或者以裂尖子模型的形式来求解裂纹断

裂参数，全局模型由网格较粗的四面体单元构成，

子模型为一个由六面体单元/应力奇异单元构成

的网格精细的只包含裂纹前缘附近区域的管状网

格，比如三维裂纹扩展分析软件 ADAPCRACK-
3D［7］和 PROCRACK［8］。然而，对于复杂几何结构

件中的任意三维裂纹，在裂纹前缘周围生成结构

化网格是非常麻烦和困难的，比如 FRANC3D、

ZENCRACK和 CRACKTRACER3D软件在实际

使用过程中均出现过网格生成失败的案例［5，9］。这

些限制促使研究人员寻找新的方法或技术来研究

三维裂纹问题，其中一种方法是采用四面体单元

进行裂纹建模，并基于四面体单元来计算裂纹断

裂参数［10-15］。尤其是 H. Okada等［11-12］和 S. Tanaka
等［13］的研究，他们提出了二次四面体单元的 VC⁃
CM法，在此基础上提出了基于点集结合 Delaunay
网格剖分算法的三维裂纹自动化建模方法，并开

发了三维裂纹扩展分析软件用于多种裂纹问题的

研究。相较于采用四面体/六面体混合单元建模，

全模型采用四面体单元进行裂纹分析显著简化了

建模流程，疲劳裂纹扩展数值模拟需要更新模型

网格，而四面体单元可以方便地自动化生成，对于

数值模拟过程的全自动化实现有着天然的优势。

国内对于三维裂纹有限元建模及扩展模拟也开展

了一些研究，唐俊星等［16］采用参数化实体建模的

方法，在 ANSYS软件上应用 APDL语言（ANSYS
Parametric Design Language）实现了平面三维裂纹

的自动化建模和疲劳裂纹扩展模拟；李宇飞等［17］

将该方法扩展至三维非平面裂纹的研究；齐桂

营［18］采用参数化建模的方法对复合型三维裂纹的

扩展进行了研究；黄如旭等［19］对三点弯曲（Three
Point Bending，简称 TPB）试样Ⅰ型三维裂纹和紧

凑拉伸剪切（Compact Tension Shear，简称 CTS）
试样的面内复合型三维裂纹扩展进行了数值研

究。此外，张智轩等［20］应用 FRANC3D软件分析

了含销钉孔边裂纹轮盘的裂纹扩展；刘鹤等［21］应
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用 FRANC3D软件对航空发动机涡轮叶片不同位

置的三维裂纹扩展进行了研究。上述国内的三维

裂纹研究均基于混合单元建模，应用四面体单元

进行三维裂纹分析尚未见到相关报导。

本文以二次四面体单元 VCCM法为基础，对

应用四面体单元进行三维裂纹有限元建模方法进

行研究，对 VCCM法计算断裂参数的影响因素进

行分析，裂纹建模过程需要繁琐的手工操作，全自

动化建模也是本文的研究重点。

1 虚拟裂纹闭合法

1. 1 二次四面体单元的VCCM法计算式

由 VCCM法的理论可知，在裂纹的虚拟扩展

面上需要有单元面片存在以获得计算 G所需的节

点力，且裂纹前缘两侧的面片宽度需相等。四面

体单元的面是三角形，典型的裂纹前缘二次四面

体单元分布示意图如图 1所示。裂纹前缘的三角

形单元面片分为两种：一种是三角面片的一条边

位于裂纹前缘，记为 S1；另一种是三角面片的一个

顶点位于裂纹前缘，记为 S2，Δ为单元宽度，如图 2
所示。面片 S1和 S2上 G的计算式如式（1）~式（2）
所示［11］。
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∑
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GⅡ ( S2 )≈
1
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1 ( S2 )

GⅢ ( S2 )≈
1
A 2

v̄3 ( S′2 )
|| v̄3 ( S′2 ) ∑I= 1

3

v̄ I3 ( S′2 ) P̄ I
3 ( S2 )

（2）

式中：A1、A2为面片 S1、S2的面积；v̄ Ii ( S′1 )和 P̄ I
i ( S1 )

（i=1，2，3）为面片 S′1和 S1上节点 I（I=1，2，3，4，5）
的张开位移和节点力在裂尖局部笛卡尔坐标系下

的分量；v̄ Ii ( S′2 )和 P̄ I
i ( S2 )（i=1，2，3）为面片 S′2和 S2

上节点 I（I=1，2，3）的张开位移和节点力在裂尖局

部笛卡尔坐标系下的分量。

线弹性断裂力学范围内，K和 G的关系如式

（3）所示。
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K 2
Ⅰ

E′

GⅡ =
K 2
Ⅱ

E′

GⅢ =
K 2
Ⅲ

2μ

（3）

式中：平面应变情况下，E′= E ( 1- ν2 )；平面应力

情况下，E′= E。E和 ν为材料的杨氏弹性模量和

泊松比；μ为剪切模量。

由此可得单元面片 Si（i=1，2）对应的 SIFs计
算式：

图 1 典型裂纹前缘单元分布示意图

Fig. 1 Element face arrangements across the crack front

（a）面片 S1 （b）面片 S2

图 2 裂纹前缘两种单元面片示意图

Fig. 2 Two kinds of arrangements of
paring finite element faces
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KⅠ ( Si )= E′GⅠ ( Si )

KⅡ ( Si )=
GⅡ ( Si )

||GⅡ ( S1 )
E′ ||GⅡ ( Si )

KⅢ ( Si )=
GⅢ ( Si )

||GⅢ ( Si )
E′ ||GⅢ ( Si )

（4）

应变能释放率 G 总是假设为正，注意到式

（1）、式（2）和式（4）中 GⅡ 和 GⅢ 可能为负，此处的

正负号表示裂尖局部坐标系下裂纹的变形方向。

1. 2 节点力和裂纹张开位移的计算

节点位移和节点力是有限元计算的基本输出

量，但有限元计算得到的单元节点力不能直接用

于二次四面体单元 VCCM法的断裂参数计算，需

要做进一步处理。节点力的计算可分三步：①找

到包含该节点的位于三角面片上方的所有四面体

单元；②将第①步中的每个单元在该节点上产生

的节点力求和，得到全局坐标系下的节点上的节

点力合力；③将该节点上的节点力合力转换成裂

尖局部笛卡尔坐标系下的节点力分量，并用合适

的系数进行分配以用于不同单元面片上 G的计

算。如图 1所示，节点 B为单元面片 SJ- 21 、SJ- 12 和

SJ1的公共节点，CB ( SJ1 )为面片 SJ1对节点 B节点力

的贡献比例，如式（5）所示。

CB ( SJ1 )=
w ( SJ1 )

w ( SJ- 21 )+ w ( SJ- 12 )+ w ( SJ1 )
（5）

式中：w ( SJ- 21 )、w ( SJ- 12 )、w ( SJ1 )为单元面片 SJ- 21 、

SJ- 12 、SJ1上节点 B的节点力分配系数，式（5）以单元

面片的面积作为分配系数的值。

由图 2可知，节点 B对应面片 S1上的 2节点，因

此，用于计算面片 SJ1上 G的节点力 P̄ 2
i ( SJ1)可由式

（6）计算，Pi( B)为节点 B的节点力在单元面片 SJ1
上局部笛卡尔坐标系下的分量。

P̄ 2
i ( SJ1 )= CB ( SJ1 ) Pi ( B ) （6）

裂纹张开位移的计算较简单，裂纹面上表面

的节点位移减去下表面对应节点的位移，可得全

局坐标系下的裂纹张开位移，再将其转换成裂尖

局部坐标系下的位移分量，即可得Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ型对

应的裂纹张开位移。

2 三维裂纹自动化建模

应用 ABAQUS软件分析裂纹问题的步骤包

括：裂纹几何特征创建，材料属性赋值，分析步创

建，裂纹属性赋值，创建边界条件和载荷施加，网

格划分，定义输出，提交计算，断裂参数计算及结

果保存等，这个过程需要非常繁琐的手工操作。

ABAQUS软件提供了丰富的二次开发接口，所有

在 ABAQUS/CAE中实现的前处理和后处理均可

通过 Python程序实现自动化操作。本文以二次四

面体单元 VCCM 法为基础，应用 Python编程语

言，结合开源科学计算库 NumPy［22］和 SciPy［23］，采
用面向对象的程序设计技术，开发了三维裂纹分

析程序包。该程序包由一系列函数、类和模块组

成，其工作流程和在 ABAQUS/CAE中分析裂纹

问题的工作流程一致。上述裂纹分析步骤通过调

用相应的函数或实例化相应的类来完成，各建模

步骤需要的参数通过不同的接口文件给定。

2. 1 裂纹几何特征创建

FRANC3D［3］软件通过其特有的“裂纹模板”

功能来完成裂纹前缘单元布置和裂纹快速插入。

ZENCRACK软件［6］通过“Crack-Block”技术引入

不 同 形 式 的 裂 纹 。 J. C. Sobotka 等［24］提 出 在

ABAQUS软件上通过 Python语言二次开发生成

椭圆裂纹前缘网格和裂纹快速插入的方法。上述

技术和方法的目的有两个：一是在裂纹前缘生成

高质量单元以提高断裂参数计算精度；二是在待

分析结构上快速引入裂纹。本文通过显式创建裂

纹前缘单元面片、布种控制单元分布来完成基于

二次四面体单元 VCCM法的三维裂纹建模，以此

为基础开发参数化裂纹模板库，用于不同形式、不

同尺寸的裂纹几何特征的快速引入。

待分析结构中引入裂纹几何特征可分为三

步：①读取裂纹定义文件里的裂纹形式、尺寸、裂

纹前缘单元数量、单元宽度、裂纹插入位置和方位

等参数；②根据第①步中的裂纹参数创建裂纹几

何部件；③根据第①步中的裂纹位置参数通过平

移、旋转等操作，将裂纹部件移动至指定位置和待

分析结构进行切割、合并等几何布尔运算，完成裂

纹几何特征的引入。椭圆裂纹是一种非常重要的

裂纹形式，在飞机结构的损伤容限评定中，对于结

构内部、表面、孔边等部位的初始损伤通常用椭

圆/圆形裂纹、二分之一椭圆/圆形裂纹、四分之一

椭圆/圆形角裂纹来表示。本文以椭圆裂纹为例

来说明参数化裂纹模板的实现过程。

设 Oxyz为全局坐标系，坐标系原点坐标为
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（0，0，0），基底向量为 e1 =(1，0，0 )，e2 =( 0，1，0 )，
e3 =( 0，0，1 )，裂纹初始位置位于全局坐标系 xOy
平面上，椭圆中心位于坐标系原点，裂纹面坐标系

记为 O 1 x 1 x2 x 3，如图 3（a）所示。裂纹前缘上一点

B的坐标（x0，y0，z0）可由式（7）得到：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

x 0 = a cos θ
y0 = c sin θ
z0 = 0

（7）

式中：a，c为椭圆的短半轴和长半轴尺寸；θ为 B点

椭圆离心角，θ∈ (-π，π ]。
B点的法向量 n=( 2x0 a2，2y0 c2，0 )，椭圆面

的法向量 m=( 0，0，1 )，则位于点 B处的局部笛卡

尔坐标系O 1 x′1 x′2 x′3的基底向量为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

e ′1 =
n

 n
e ′2 = m
e ′3 = e ′1× e ′2

（8）

式中：e ′1为虚拟裂纹扩展方向；e ′2垂直于裂纹面方

向；e ′3为裂纹前缘切向方向。

裂纹前缘两侧的单元面片宽度需相等，A为裂

纹面上的点，C为虚拟裂纹扩展面上的点，如图 3
（b）所示。O ′1 x′1 x′2 x′3为点 B的裂尖局部坐标系，原

点 坐 标 为（x0，y0，z0），A、B、C 三 点 在 坐 标 系

O ′1 x′1 x′2 x′3 下的坐标分别为（-Δ，0，0），（0，0，0），

（Δ，0，0）。由同一点在不同坐标系下的转换关系

求得A点和 C点在全局坐标系下的坐标。

由此，对椭圆上的离散点序列（B0，B1，B2，…）

的每一个点执行同样的操作，可得位于裂纹面上

的点序列（A0，A1，A2，…）和位于裂纹虚拟扩展面

上的点序列（C0，C1，C2，…）的坐标，对这三组点进

行编号，然后将这三组点按逆时针连接形成裂纹

前缘三角面片，同时对面片进行编号并记录面片

和点的拓扑连接关系，然后在 ABAQUS中根据前

面得到的点和三角面片连接关系及点坐标创建裂

纹几何部件，如图 4所示。需注意，裂纹前缘三角

面片应具有良好的形状以避免在后续的模型网格

生成中产生低质量四面体单元。

2. 2 裂纹插入及裂纹相关数据信息

裂纹几何部件创建完成后，根据裂纹定义接

口文件里的裂纹位置、方位等信息，在 ABAQUS
软件的Assembly模块里，通过平移、旋转等操作将

裂纹部件放置到指定位置，同时计算旋转、平移操

作后的裂纹前缘三角面片顶点的坐标，然后和待

分析结构件进行切割、合并等几何布尔运算完成

裂纹几何特征的创建。对于表面裂纹或穿透裂

纹，由于裂纹前缘三角面片是预先产生的，布尔运

算后可能会在自由表面附近产生不规则的、影响

后续网格划分的小边和小面，需要进一步做小面

删除、短边合并、新面添加等操作，完成后对裂纹

前缘三角面片顶点坐标、面片编号、面片面积等数

据信息进行更新。

裂纹平面初始位置位于全局坐标系的 xOy平
面上，裂纹面局部坐标系和全局坐标系重合。一

个空间坐标系可以用另一个参考坐标系的三次空

间旋转来表达，由此可知，空间任意位置的裂纹可

通过将初始裂纹最多旋转三次来实现。假设裂纹

插入位置的坐标为（tx，ty，tz），绕裂纹面局部坐标系

x1轴、x2轴、x3轴依次旋转 α、β和 γ，则对应的坐标

转换矩阵［25］为

T= R αR βR γT r （9）
其中，R α、R β、R γ、T r的定义如下：

R α=
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图 4 椭圆裂纹模板

Fig. 4 Elliptical crack front template

（a）裂纹前缘顶点 （b）裂纹前缘两侧顶点

图 3 椭圆裂纹前缘面片顶点

Fig. 3 Vertices of element faces across the crack front
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由此，（x，y，z）为某点的初始坐标，则经旋转平

移后的坐标 ( x′，y′，z′)可由式（10）计算得到。

[ x′ y ′ z ′ 1 ] T = T [ x y z 1 ] T （10）

2. 3 网格划分

四面体单元可以方便的自动化生成，在有限

元软件 ABAQUS中对模型进行网格划分的步骤

主要包括布种、网格生成技术和算法指定、单元形

状和类型选择、单元尺寸增长比选择等。布种包

括全模型布种和局部边或面布种，两者分别从总

体和局部描述了模型网格密度。读取网格设置接

口文件里的全模型布种尺寸和局部边布种尺寸及

边的查找坐标，完成全局布种和局部边的布种，裂

纹前缘三角面片的每条边上强制布置一个单元，

单元类型设定为二次四面体单元（C3D10），网格生

成技术为自由网格划分，算法选择默认网格生成

算法。在关心部位的网格密度足够的情况下，单

元尺寸增长比可以有效控制模型总体单元规模。

根据经验，其他网格参数保持不变的情况下，单元

尺寸增长比取 1. 0时生成的模型四面体单元数量

是取 1. 5时生成单元数量的 3~4倍。单元尺寸增

长比设置过小会导致网格规模偏大，过大则可能

会产生低质量单元进而影响计算结果。为了兼顾

网格质量和计算效率，通过迭代的方式决定单元

尺寸增长比的大小。具体思路如下：网格划分其

余设置不变，单元尺寸增长初值设为 1. 5，每次迭

代初值减 0. 1直至 1. 0停止循环，每次循环对模型

进行一次网格划分，划分完成后对网格质量进行

评估，如果该次循环没有警告单元，跳出循环，模

型网格划分完成；如果迭代至循环结束每一次循

环均有警告单元，取警告单元数量最少的网格为

最终的模型网格。

2. 4 节点集合和单元集合创建

模型网格划分完成后，裂纹前缘的几何三角

面片与四面体单元面片重合。应用VCCM法计算

断裂参数时载荷面片需要的数据信息有：面片上

的网格节点编号（图 2中面片 S1上的节点 1，2，3，4，
5和 S2面片上的节点 1，2，3）、节点的载荷分配系

数、节点力计算需要的四面体单元序列以及该面

片上的局部坐标系；位移面片需要的信息有：位移

网格节点编号（图 2中面片 S′1上的节点 1，2，3，4，5
和 S′2面片上的节点 1，2，3）和裂纹面上下表面节点

的区分。

由上述分析可知，计算 G所需的节点力需要

用裂纹面上方的单元来计算，裂纹张开位移需要

裂纹上表面位移节点和下表面对应节点的位移差

来计算，此过程均需判断四面体单元和面片的位

置关系。和节点力节点（图 2中面片 S1上的节点 1，
2，3，4，5和 S2面片上的节点 1，2，3）关联的四面体

单元可分为 3种情况：①四面体单元一个顶点和三

角面片的顶点重合；②四面体单元的一条单元边

和三角面片的边重合；③四面体单元的一个单元

面和三角面片重合。如果根据四面体单元的顶点

坐标去判断四面体单元和三角面片的位置关系，

需要进行较为繁琐的情况甄别和顶点选取，而四

面体单元的内切球球心必定和四面体单元位于面

片的同一侧，本文通过判断四面体内切球心和三

角面片的位置来确定四面体单元和面片的位置

关系。

点和面的位置关系可以通过判断该点和面内

三点坐标组成的行列式的符号来判定。设三维空

间点 a，b，c，d，坐标分别为 ( ax，ay，az )，( bx，by，bz )，
( cx，cy，cz )，( dx，dy，dz )，定义行列式：

det ( a，b，c，d )=

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| ax ay az 1
bx bx bx 1
cx cy cz 1
dx dy dz 1

（11）

式（11）的几何意义为 a，b，c三点逆时针排列，

当 det ( a，b，c，d )< 0时，d点位于过 a、b、c三点平

面的上方；当 det ( a，b，c，d )> 0时，d点位于过 a、
b、c三点平面的下方。

由此可以得出四面体单元和三角面片的位置

关系判断方法：①根据四面体单元的顶点坐标计

算四面体单元的内切球球心坐标；②将三角面片

的三个顶点坐标和四面体球心坐标带入式（11），

根据行列式的符号即可得四面体单元和面片的位

置关系。

以面片 S′1为例来说明位移面片相关数据信息
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建立过程：①根据裂纹面上三角面片 S′1的顶点坐

标获得位移节点（图 2中 S′1 面片上节点 1，2，3，4，
5）的坐标；②根据坐标查找网格节点并获得节点

编号，需注意每个坐标对应的网格节点有两个，分

别属于裂纹面上表面和下表面；③获得和三角面

片关联的两个四面体单元，这两个单元分别属于

裂纹面上表面和下表面，根据四面体单元和三角

面片的位置关系以及节点和单元的连接关系完成

裂纹上下表面节点的区分。

以面片 S1为例来说明载荷面片相关数据信息

的建立过程：①根据三角面片 S1的顶点坐标获得

载荷节点（图 2中 S1面片上 1，2，3，4，5节点）的坐

标；②根据坐标查找网格节点，获得网格节点编

号，同时计算该节点的载荷分配系数；③根据单元

和节点连接关系获得包含该节点的所有四面体单

元；④根据四面体单元和三角面片位置判断方法

对第③步中获得的四面体单元进行过滤，保留位

于面片上方的单元。

对每一个位移面片和载荷面片按照上述方法

建立计算 G所需的数据信息，所有的位移面片上

的位移节点取并集得到节点集合 Set-NodesU，所

有载荷面片上节点力计算相关的单元取并集得到

单元集合 Set-ElemsF，这两个集合将用于定义输

出位移和节点力。

2. 5 输出定义

模型创建完成后，调用 ABAQUS/Standard生
成模型的*. inp文件，通过修改*. inp文件定义输出

计算G所需的相关节点的位移和节点力至*. dat文
件。定义输出节点力和位移的命令如下：

*EL PRINT，ELSET=Set-ElemsF
NFORC
*NODE PRINT，NSET=Set-NodesU
U

2. 6 其他步骤

材料属性赋值：读取材料属性定义文件里的

材料属性参数，调用函数完成模型材料属性赋值。

裂纹属性赋值：有限元法以无应力面的形式

来模拟裂纹，ABAQUS软件里通过给面片或边赋

Seam属性来定义裂纹，生成网格时在 Seam面片上

产生重叠的重复节点，在分析过程中节点分离来

模拟裂纹受载。根据存储的裂纹面相关面片坐标

信息，对几何面片赋 Seam属性。

边界条件和载荷：根据载荷和边界条件定义

文件里的相关参数，完成载荷施加和边界条件

创建。

提交计算：模型*. inp文件修改完成后，调用函

数提交计算。

断裂参数计算及结果保存：有限元模型求解

完成后，读取输出文件*. dat里相关节点的位移和

节点力，根据前述的 VCCM法理论并应用光顺技

术［11］计算裂纹前缘 SIFs，计算完成后将计算结果

和对应位置的坐标、局部坐标系等相关信息保存

至文件以供下一步操作。

3 数值算例

通过数值算例对VCCM法计算断裂参数的影

响因素进行分析，在此基础上，对表面裂纹的 SIFs
进行计算。

3. 1 VCCM法影响因素分析

应用四面体单元计算得到的断裂参数沿裂纹

前缘会出现震荡［10-11］，H. Okada等［11］采用光顺技

术来解决这一问题。光顺技术的核心思想是以一

小段裂纹前缘上 G的均值来取代单个面片的值。

本文以Ⅰ型和复合型内埋椭圆裂纹为例对光顺面

片数量 Ne、单元宽度 Δ以及单元尺寸对 VCCM法

计算断裂参数的影响进行分析。

3. 1. 1 光顺面片数量

H. Okada等［11］的研究表明，随着Ne变大，沿裂

纹前缘计算结果波动变小，但当 Ne进一步取至 21
时，裂纹前缘曲率变化大的位置的计算结果和理

论解的相对误差扩大。原因是 Ne值越大参与光顺

的面片覆盖的裂纹段就越长，裂纹前缘曲率变化

大的裂纹段上 G变化比较大，而光顺算法的核心

是取均值，由此导致数值计算结果和真实值出现

偏差。因此，Ne值的选择倾向于相对小的值以避

免光顺范围内的裂纹段上结果有明显波动，文献

［11］给出的建议是 Ne取 5~15。然而，当裂纹前缘

某段曲率变化很大时，即使 Ne取相对小的值也不

能解决上述问题。以文献［11］中的Ⅰ型内埋椭圆

裂纹算例为例，Ne取 9，当 a/c取较大值时，VCCM
法计算结果和理论解最大相对误差均小于 2%；当

a/c取 0. 2时，VCCM法的计算结果和理论解的最
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大相对误差扩大至 3. 9%。文献［11］没有给出 a/c

取更小值时 VCCM法计算结果和理论解的对比，

但有理由相信两者的误差会更大。该问题其中一

个改善方法是沿曲线裂纹前缘非等尺寸布置单

元，曲率大的地方单元尺寸适当减小，如图 4所示。

由此在特定的 Ne值下，裂纹前缘曲率大的地方参

与 G光顺计算的面片覆盖的裂纹段减小，该裂纹

段上的G波动范围也会相对减小。

承受远端拉伸载荷内埋斜置椭圆裂纹示意图

如图 5所示，当 γ=0时，裂纹尖端承受Ⅰ型载荷。

模型尺寸 w=t=h=10c，可视为无限大体；γ取 0，
裂纹前缘单元数 N len取 360，单元宽度 Δ取裂纹前

缘平均单元尺寸 lave，lave=L/N len，L为裂纹前缘长

度，a/c分别取 0. 1，0. 2，0. 4，0. 5，0. 6，0. 8，1. 0，模
型单元数为 113 590~173 198，节点数为 159 272~
239 448，a/c=0. 5时内埋椭圆裂纹有限元网格如

图 6所示。需注意，大多数情况下，Δ取 lave都能获

得形状良好的裂纹前缘三角面片，但当 a/c取很小

的值（比如 0. 1）时，有可能会产生自相交而导致建

模失败，此时，可通过改变裂纹前缘单元数或减小

单元宽度 Δ来解决，这一过程由程序自动完成。

a/c=0. 5，Ne取不同值时 VCCM法计算结果

和理论解［26］的对比如表 1所示，为了更清晰地展示

Ne取不同对 VCCM法的影响，表 1中的误差分析

保 留 三 位 小 数 ，后 续 的 误 差 分 析 均 保 留 两 位

小数。

从表 1可以看出：Ne=2时，计算结果和理论解

的 平 均 误 差 和 最 大 误 差 分 别 为 0. 507% 和

1. 639%，但波动明显，如图 7（a）所示；随着Ne进一

步变大，计算结果波动性变小，和理论解的相对误

差变小，当Ne取至 30时，计算结果和理论解依然吻

合非常好，平均误差为 0. 145%，最大相对误差为

0. 360%，如图 7（b）所示，并没有出现文献［11］中

误差明显扩大的现象，说明在当前的裂纹前缘网

格布置下（如图 4和图 6所示），VCCM法计算断裂

参数的稳定性有提高。综合各方面因素，本文后

续的分析中，Ne取 10。

（a）Ne=2

（a）全局视图 （b）裂纹面局部视图

图 5 远端拉伸内埋斜置椭圆裂纹示意图

Fig. 5 The problem of embedded elliptical crack

表 1 a/c=0.5时Ne取不同值VCCM法计算结果误差分析

Table 1 Summary of error for mode Ⅰ embedded
elliptical crack with different Ne computing SIFs

Ne

2

6

10

14

18

22

26

30

平均误差/%

0. 507

0. 269

0. 175

0. 143

0. 122

0. 115

0. 128

0. 145

最大误差/%

1. 639

0. 767

0. 590

0. 544

0. 429

0. 433

0. 336

0. 360

 

 

图 6 a/c=0. 5时内埋椭圆裂纹有限元网格

Fig. 6 A typical finite element model for the embedded el⁃
liptical crack problem for the case of a/c=0. 5
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（b）Ne=30

图 7 Ne取不同值VCCM法计算结果和理论解的对比

Fig. 7 The distributions of the stress intensity factor
along the crack front for different Ne

a/c取不同值时 VCCM 法计算结果和理论

解［26］的误差分析如表 2所示，可以看出：当 a/c≥
0. 4时，VCCM法计算结果和理论解吻合非常好，

平均误差小于 0. 24%，最大误差小于 0. 71%；随着

a/c变小，误差稍有扩大，但依然和理论解吻合很

好，当 a/c=0. 2和 a/c=0. 1时，平均误差分别为

0. 53%和 1. 64%，最大相对误差分别为 1. 02%和

3. 03%。误差变大的原因是小的 a/c值靠近长轴

的裂纹前缘单元尺寸小，单元宽度取定值导致的

单元形状不够优良。

3. 1. 2 单元宽度

由前面的分析可以看出，当 a/c取很小的值，

比如 0. 1时，VCCM法的计算结果和理论解的误差

稍有扩大，原因是裂纹前缘的单元形状不够优良。

本节裂纹前缘面片采用变宽度，单元宽度等于单

元尺寸，如图 8所示。模型尺寸 w=t=h=10c，裂
纹前缘单元数N len取 360，a/c分别取 0. 1，0. 2，0. 4，
0. 5，0. 6，0. 8，1. 0，模 型 单 元 数 为 94 414~
131 068，节点数为 133 788~183 942。VCCM法计

算结果和理论解的误差分析如表 3所示，可以看

出：a/c=0. 1时，相较于裂纹前缘单元宽度取定

值，计算结果和理论解的平均误差和最大误差均

有改善；a/c=0. 2时，平均误差有小幅改善，但最

大相对误差稍有扩大；a/c≥0. 4时，两种裂纹前缘

单元布置的数值计算结果很接近。

两种裂纹前缘单元布置的计算结果说明单元

宽度对 VCCM法的影响很小，裂纹前缘单元具有

良好的形状即可获得非常好的结果。实际上，对

于真实裂纹，小的 a/c值对应的裂纹形状是不稳定

的，在疲劳载荷的作用下，裂纹前缘陡峭的地方随

着裂纹的扩展会快速变得平缓。

3. 1. 3 单元尺寸

本节对复合型内埋椭圆裂纹的 SIFs进行计算

表 3 Ⅰ型内埋椭圆裂纹误差分析

Table 3 Summary of error for mode Ⅰ embedded
elliptical crack with changing-width element faces

a/c

0. 1

0. 2

0. 4

0. 5

0. 6

0. 8

1. 0

平均误差/%

1. 11

0. 41

0. 23

0. 16

0. 22

0. 19

0. 19

最大误差/%

1. 91

1. 43

0. 76

0. 52

0. 88

0. 59

0. 80

 

 

图 8 变宽度单元面片的椭圆裂纹模板

Fig. 8 Elliptical crack front template with
changing element width表 2 Ⅰ型内埋椭圆裂纹误差分析

Table 2 Summary of error for mode Ⅰ embedded
elliptical crack with fixed-width element faces

a/c

0. 1

0. 2

0. 4

0. 5

0. 6

0. 8

1. 0

平均误差/%

1. 64

0. 53

0. 19

0. 17

0. 17

0. 23

0. 22

最大误差/%

3. 03

1. 02

0. 68

0. 59

0. 63

0. 70

0. 70
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并和理论解［26］进行对比，研究单元尺寸对 VCCM
法计算断裂参数的影响。模型尺寸 w=t=h=
10c，模型尺寸大于 10倍裂纹尺寸，可视为无限大

体，γ取 π/4，裂纹前缘单元数 N len 分别取 180和

360，a/c分别取 0. 4，0. 6，0. 8，裂纹前缘单元宽度 Δ
取定值 lave。N len取 180时，模型单元数为 56 644~
65 957，节点数为 82 847~95 730；N len取 360时，模

型单元数为 87 619~128 285，节点数为 125 930~
180 278。复合型内埋椭圆裂纹误差分析如表 4
所示。

从表 4可以看出：随着裂纹前缘网格加密，

VCCM法计算的Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ型应力强度因子 KⅠ、

KⅡ、KⅢ和理论解的平均误差均减小，KⅡ、KⅢ和理

论解最大误差同样减小，KⅠ和理论解的最大误差

反而有小幅增大。说明随着网格加密，裂纹前缘

上绝大多数位置的数值计算结果和理论解的误差

均减小，个别位置的KⅠ值和理论解误差稍有扩大。

N len=180时，VCCM法计算的 KⅠ、KⅡ、KⅢ和理论

解 的 平 均 误 差 为 0. 24%~0. 35%、0. 56%~
1. 21%、0. 47%~0. 68%；N len=360 时 ，VCCM 法

计算的 KⅠ、KⅡ、KⅢ和理论解平均误差为 0. 23%~
0. 27%、0. 36%~0. 57%、0. 27%~0. 32%。 表 明

两种网格均得到了很好的结果，同时也说明单元

尺寸对VCCM法的影响有限。

3. 2 Ⅰ型表面裂纹应力强度因子计算

远端拉伸有限宽板表面裂纹示意图如图 9所

示，模型尺寸w=h=5t=10c，裂纹前缘单元宽度 Δ
取定值 lave，a/c分别取 0. 6和 0. 8，Ne取 10，模型单

元数分别为 113 925、120 694，节点数为 168 450、
178 258。 VCCM 法 计 算 结 果 和 Newman-Raju
解［26］的对比如图 10所示，纵轴为无量纲应力强度

因子 K I σ πa，横轴为归一化后的椭圆角 2θ/π。

当 a/c分别取 0. 6和 0. 8时，VCCM法计算结果和

Newman-Raju解的平均相对误差分别为 1. 13%和

0. 57%，最大相对误差分别为 1. 97%和 1. 47%。

4 结 论

（1）通过显式创建裂纹前缘单元面片结合布

种控制单元分布实现了基于二次四面体单元 VC⁃
CM法的三维裂纹建模。全模型采用常规四面体

单元显著简化了建模流程，提高了三维裂纹自动

表 4 复合型内埋椭圆裂纹误差分析

Table 4 Summary of error for mixed mode
embedded elliptical crack

断裂裂
纹类型

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

a/c

0. 4
0. 6
0. 8
0. 4
0. 6
0. 8
0. 4
0. 6
0. 8

平均误差（%）

Nlen=180

0. 35
0. 35
0. 24
1. 21
0. 56
0. 57
0. 68
0. 61
0. 47

Nlen=360

0. 23
0. 25
0. 27
0. 57
0. 45
0. 36
0. 32
0. 27
0. 30

最大误差（%）

Nlen=180

0. 74
0. 82
0. 77
1. 50
1. 94
1. 62
3. 27
2. 67
2. 36

Nlen=360

0. 79
0. 86
0. 98
1. 02
1. 10
0. 77
1. 77
1. 46
1. 11

图 10 a/c分别取 0. 6和 0. 8时裂纹前缘应力

强度因子分布

Fig. 10 The distributions of the SIFs for a/c
being 0. 6 and 0. 8

（a）全局视图 （b）裂纹面局部视图

图 9 有限宽板表面裂纹

Fig. 9 The problem of semi-elliptical surface crack
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化建模的稳定性和鲁棒性。

（2）本文开发了基于二次四面体单元 VCCM
法的参数化三维裂纹分析程序包，实现了三维裂

纹从建模到断裂参数计算的全流程自动化，有效

提升了三维裂纹问题的分析效率。

（3）单元宽度和单元尺寸对二次四面体单元

VCCM法影响有限，数值算例结果和文献结果一

致性良好。

（4）本文的建模方法同样可用于其他有限元

软件的三维裂纹全自动化建模。此外，本文的程

序包可用于三维裂纹疲劳扩展的全自动化数值

模拟。
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