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摘暋要:功能梯度材料是物理性能连续变化的非均匀复合材料,其结构特点消除了材料内部严重的热应力界

面,在航空、航天及核反应堆等工程领域具有广阔的应用前景。针对功能梯度材料的稳态热传导问题,给出一

种基于边界元模型的统计多尺度分析方法,并针对典型问题进行数值模拟。首先,在功能梯度材料微结构随机

分布且体积分数随着位置变化的表征基础上,建立等效热传导系数的多尺度边界元分析模型;然后,给出统计

意义下的数值计算方法;最后,研究颗粒随机分布功能梯度材料的热传导性能,并通过与实验结果对比对算法

进行验证。结果表明:统计多尺度边界元方法对于预测功能梯度材料的热传导性能是有效的。
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Abstract:Functionallygraded materialshavecontinuousdistributionsofphysicalpropertiesovertheentire

structure.Thegradedlayerswithcontinuousmaterialcharacteristicsalsogreatlyreducethestressconcentration

atinterfacesbetweendistinctmateriallayers.Thus,thistypeofcompositematerialiswidelyusedinmanyengi灢
neeringfields,suchastheaerospaceandnuclearreactor.Astatisticalmultiscaleanalysismethodbasedonthe

boundaryelementmodelisgiventostudythestationaryheatconductionproblemoffunctionallygradedmateri灢
als.Basedonthecharacterizationofmicroscopicconfigurationoffunctionallygradedmaterials,whichowncon灢
tinuousdistributionsofthermalpropertiesbygraduallychangingthevolumefractionsofconstituentmaterials,

themultiscaleboundaryelementmodelandstatisticalmultiscalealgorithmforcomputationofmacroscopice灢
quivalentparametersarebroughtforward.Theproposedmultiscaleboundaryelementanalysisalgorithmisveri灢
fiedbycomparisonwiththeexperimentalresults.Theresultsdemonstratethatthestatisticalmultiscalebounda灢
ryelementanalysismethodisvalidtopredicttheheattransferperformancesoffunctionallygradedmaterials.
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0暋引暋言

功能梯度材料[1]是一种在材料的制备过程中

通过连续地控制各组分含量的分布使材料宏观特

性在空间位置上呈现梯度变化的非均质多相复合

材料。由于功能梯度材料的结构和性能呈连续变



化,不存在明显的界面,其热力学性能和物理性能

也呈梯度变化趋势,满足了结构元件不同部位对材

料使用性能的不同要求,进而达到优化结构整体使

用性能的目的。面对不断增长的工程应用需求,如
何有效表征功能梯度材料的细观结构并建立细观

结构与宏观热传导性能之间的定量关系,已成为材

料科学与工程领域的重要课题。
研究功能梯度材料宏观等效性能的细观力学

解析方法众多,包括 Eshelby等效夹杂理论[2]、自
洽模型[3]、广义自洽模型[4]、Mori灢Tanaka模型[5]、

微分法[6]、变分法[7]和n点界[8]等,上述模型均对

材料微结构进行了大量简化以减少计算规模,故不

能充分反映材料的真实微观结构特征。M.Jabbari
等[9]采用直接方法分析了一维和二维稳态功能梯

度空心圆筒热传导和热弹性问题;A.Alibeigloo[10]

采用傅里叶级数法推导了物性参数沿厚度方向呈

指数函数变化的温度场解析解;陶光勇等[11]采用

解析法研究了功能梯度材料板在稳态梯度温度场

下的热应力分布状况;ShaoZS等[12]利用级数求

解法给出了功能梯度圆筒稳态温度场的解析解。

采用解析法研究功能梯度材料热传导问题已取得

了一些研究成果,但是由于功能梯度材料的非均匀

性,利用解析法研究其热传导问题具有很大的局限

性。CaoLeilei等[13]采用基本解有限梯度元方法

求解了功能梯度材料的稳态热传导问题;王鲁

等[14]采用有限元法研究了功能梯度热障涂层在循

环状态下的瞬态温度分布。由于功能梯度材料性

能的不均匀性,直接使用有限元等传统数值方法时

需要非常精细的网格去捕捉功能梯度材料的局部

特征,这将导致计算规模的大幅增加、求解困难。

因此,建立一种针对功能梯度材料的高效可行的数

值算法是十分必要的。

近年来,基于均匀化方法[15]的多尺度分析方

法被成功应用于预测不同复合材料结构的物理和

力学性能[16灢19]。LiYouyun等[16]通过引入随机样

本单胞模型,提出了基于有限元方法的统计多尺度

分析方法,用于预测颗粒或孔洞随机分布复合材料

的热传导性能。考虑到功能梯度材料微结构的随

机性,多尺度计算结果呈现很大的发散性,必须进

行大量样本的计算,最后给出统计意义上的结果,

才能真实地反映随机复合材料的宏观整体导热性

能。此外,功能梯度材料中颗粒数量巨大,尺寸较

小,且体积分数随着位置变化而变化,结构十分复

杂,有限元体网格剖分难度大;同时,为了更好地逼

近材料微观结构,需要数量巨大的有限元网格,导
致计算规模庞大。与有限元方法不同,边界元方法

只需要在功能梯度材料各相材料的界面上进行网

格剖分[20],网格数目少,划分难度小,边界元方法

在求解功能梯度材料导热问题上具有显著优势。

本文针对功能梯度材料的稳态热传导问题,描
述功能梯度材料微结构的表征方法,建立宏观等效

材料参数的多尺度边界元计算模型并给出统计意

义下的多尺度算法,并研究颗粒随机分布功能梯度

材料的热传导性能。

1暋统计多尺度分析模型

假设功能梯度材料结构毟 是由颗粒和基体组

成的颗粒随机分布复合材料,将颗粒的形状统一考

虑为椭球或者嵌入椭球的多面体,在三维空间中,

一个椭球可以由其中心点坐标、长中短轴的长度以

及方向角等九个参数唯一确定[21]。对于毟 内的任

意一点x曚,存在一个相对于宏观结构毟 足够小,相
对于椭球足够大的常数毰,使得存在一个毰尺寸的

单胞毰Ys
x曚(Ys

x曚为单位化的单胞;s=1,2,…为单胞

的样本编号),该单胞上的颗粒随机分布服从依赖

于x曚的概率分布模型P(x曚),并且在单胞毰Ys
x曚内椭

球的体积分布为V(x曚),P(x曚)和V(x曚)在毟 内关

于x 是连续可微的。设随机向量毱由椭球的九个

参数组成,可以定义单胞毰Ys
x曚内的随机分布样本

氊s
x曚=(毱

s
1,毱

s
2,…,毱

s
I-1,毱

s
I)。令氊={氊s

x曚,x曚暿毰Ys
x曚灱

毟},它描述了整个功能梯度材料结构毟 内椭球的

分布状态[20],如图1所示。

图1暋功能梯度材料的细观结构

Fig.1暋Microstructureoffunctionallygradedmaterials
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导热系数是具有剧烈振荡特性的随机函数,用

k毰
ij(x,氊x曚)表示。对于一个确定的样本氊s

x曚,材料参

数可定义为

k毰
ij(x,氊s

x曚)=
A1 (x 暿暼

I

i=1
ei)

A2 (x 暿毰Ys
x曚 -暼

I

i=1
ei

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

(1)

式中:ei 为单胞毰Ys
x曚内的第i个椭球颗粒;A1 和A2

分别为颗粒和基体的材料参数。
根据上述细观结构表征,考虑随机分布复合材

料结构的稳态热传导方程为

- 毠
毠xi

k毰
ij(x,氊)毠T毰(x,氊)

毠x
é

ë
êê

ù

û
úú

j
=h(x)暋 (x 暿毟)

T毰(x,氊)=T
-(x) (x 暿殻1)

nik毰
ij(x,氊)毠T毰(x,氊)

毠xj
=q-(x) (x 暿殻2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï )

(2)

式中:T毰(x,氊),T
- (x),q-(x)和h(x)分别为温度

场、边界温度、边界热流密度和内部热源。

令y=x/毰,y 为单胞Yx曚 =[0,1]3 的局部坐

标,则有k毰
ij(x,氊)=kij(y,氊x曚)。假设在单胞Yx曚

内,温度场具有如下的多尺度渐近展开形式[21]:

暋T毰(x,氊s)=T0(x,y,氊x曚)+毰T1(x,y,氊x曚)+
毰2T2(x,y,氊x曚)+… (3)

由于y=x/毰,则存在链式法则:

毠
毠xi

曻 毠
毠xi

+1
毰

· 毠
毠yi

(4)

将式(3)~式(4)带入式(2),并整理成毰幂级

数的形式,可得:

暋-毰-2 毠
毠yi

kij(y)毠T0(x,y,氊x曚)
毠y

é

ë
êê

ù

û
úú

j
-毰-1 毠

毠yi
kij(y)毠T1(x,y,氊x曚)

毠yj
+毠T0(x,y,氊x曚)

毠x
é

ë
êê

ù

û
úú{ }

j
-

暋毰-1 毠
毠xi

kij(y)毠T0(x,y,氊x曚)
毠y

é

ë
êê

ù

û
úú

j
-毰0 毠

毠yi
kij(y)毠T2(x,y,氊x曚)

毠yj
+毠T1(x,y,氊x曚)

毠x
é

ë
êê

ù

û
úú{ }

j
-

暋毰0 毠
毠xi

kij(y)毠T1(x,y,氊x曚)
毠yj

+毠T0(x,y,氊x曚)
毠x

é

ë
êê

ù

û
úú{ }

j
+O(毰)=h (5)

暋暋通过比较式(5)两端毰不同幂次的系数,根据

偏微分方程理论可分别定义T0 和T1,则温度场的

多尺度渐进展开式可定义为

T毰(x,氊s)曊T0(x)+毰N毩1
(y,氊s

x曚)毠T0(x)
毠x毩1

(6)

式中:T0(x)为定义在宏观区域毟 上的均匀化解;

N毩1
(y,氊s

x曚)为定义在单胞Yx曚上的局部单胞函数。

对于任意样本氊s
x曚,N毩1

(y,氊s
x曚)满足控制方程:

暋 毠
毠yi

kij(y,氊s
x曚)

毠N毩1
(y,氊s

x曚)
毠毼

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

j

=-
毠kj毩1

(y,氊s
x曚)

毠yj
暋暋暋暋 (y暿Ys

x曚)

N毩1
(y,氊s

x曚)=0 (y暿毠Ys
x曚

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï )

(7)

进一步定义与样本氊s
x曚有关的均匀化热传导系

数k̂ij(氊s
x曚)。

k̂ij(氊s
x曚)=曇Ys

x曚

kij(y,氊s
x曚)+kip(y,氊s

x曚)
毠Nj(y,氊s

x曚)
毠y

é

ë
êê

ù

û
úú

p
dy (8)

暋暋由文献[16]中的定理1可知,k̂ij(氊s
x曚)的数学

期望存在。根据柯尔莫哥洛夫强大数定理,均匀化

系数在x曚点的期望值可以由式(9)计算。

k-ij(x)旤x=x曚 =lim
r曻曓

暺
r

s=1
k̂ij(氊s

x曚)

r
(9)

利用上述期望的均匀化系数,可以定义功能梯

度材料结构的均匀化热传导方程:
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毠2k-ij(x)T0(x)
毠xi毠xj

=h(x)暋暋暋 (x 暿毟)

T0(x)=T
-(x) (x 暿殻1)

nik
-
ij(x)毠T0(x)

毠xj
=q-(x) (x 暿殻2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï )

(10)

2暋统计多尺度边界元算法

由于功能梯度材料中颗粒数量大、满足随机性

分布且体积分数随着位置而变化,其微观单胞结构

十分复杂,为了有效求解定义在单胞Yx曚上的单胞

函数,采用有限元方法时需要大量的体网格来逼近

单胞结构,计算规模巨大。此外,由于颗粒分布的

随机性,必须进行大量样本的计算,最后计算出统

计意义上的结果,才能真实地反映随机复合材料的

宏观整体性能。因此,采用有限元算法求解期望均

匀化系数时计算规模巨大。而边界元方法在求解

该问题时只需要在各组分材料的边界上进行网格

离散,使得整体网格数量大幅减少,有效地降低了

计算规模。假设功能梯度材料中基体和颗粒的热

传导性能满足各向同性,则基于边界元方法的统计

多尺度算法如下:
(1)根据给定的概率分布模型P(x)(x暿毟),

在结构毟 上选择M 个点xi(i=1,2,…,M)。
(2)对于每个点xi,根据颗粒的体积分数生成

该点处的样本单胞Yxi
(氊s

xi
)(氊s

xi暿P)[21]。

(3)在Yxi
(氊s

xi
)上使用边界元方法求解单胞

问题(式(7))。首先推导单胞函数 N毩1
(y,氊s

xi
)所

满足的边界积分方程,取基本解为

G(y,毱)= 1
4毿暚y-毱暚暋(y,毱暿R3) (11)

以基 本 解 G(y,毱)为 权 函 数,对 单 胞 函 数

N毩1
(y,氊s

x曚)满足的式(7)进行加权余量[20],利用分

部积分定理和高斯定理,并将原点限制到单胞边界

上即可得到单胞函数 N毩1
(y,氊s

xi
)所满足的积分

方程。

暋-c(y)k毩1毩1
(y,氊s

xi
)N毩1

(y,氊s
xi

)

=-曇毠Ys
xi

G(y,氂)k毩1毩1
(y,氊s

xi
)
毠N毩1

(y,氊s
xi

)
毠v dS+曇毠Ys

xi

毠G(y,氂)
毠v k毩1毩1

(y,氊s
xi

)N毩1
(y,氊s

xi
)dS-

暋曇Ys
xi

G(y,氂)
毠k毩1毩1

(y,氊s
xi

)
毠y毩1

dy-曇Ys
xi

毠G(y,氂)
毠y毩1

毠k毩1毩1
(y,氊s

xi
)

毠y毩1

k毩1毩1
(y,氊s

xi
)N毩1

(y,氊s
xi

)dy暋(y,氂暿毠Ys
xi

)

(12)

式中:c(y)为与边界有关的常量(对于光滑边界取值

1/2);v为单位法向量。
进一步对式(12)等号右端的第三项采用径向积

分,可得:

暋暋暋暋暋曇Ys
xi

G(y,氂)
毠k毩1毩1

(y,氊s
xi

)
毠y毩1

dy

暋暋暋暋=曇毠Ys
xi

1
r毩(p,y)

毠r
毠v曇

r(p,y)

0
G(y,氂)

毠k毩1毩1
(y,氊s

xi
)

毠y毩1

r毩(p,y)drdS暋暋(p,y,氂暿毠Ys
xi

) (13)

式中:r(p,y)为p点和y 之间的距离。

对式(12)等号右端的第四项,首先使用增强径

向基函数[14]逼近N毩1
(y,氊s

xi
),即

N毩1 =Nj
毩1毤i(y)毜-1

ij (14)

式中:毤i(y)为径向基函数;毜 为径向基函数插值

矩阵。

然后采用径向积分方法将区域积分转换为边

界积分,即
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暋暋曇Ys
xi

毠G(y,氂)
毠y毩1

毠k毩1毩1
(y,氊s

xi
)

毠y毩1

k毩1毩1
(y,氊s

xi
)N毩1

(y,氊s
xi

)dy

暋=Nj
毩1曇毠Ys

xi

1
r毩(p,y)

毠r
毠v曇

r(p,y)

0

毠G(y,氂)
毠y毩1

毠k毩1毩1
(y,氊s

xi
)

毠y毩1
毤i(y)毜-1

ijr毩(p,y)drdS暋(p,y,氂暿毠Ys
xi

) (15)

暋暋由式(12)~式(13)和式(15)可以得到单胞函

数N毩1
(y,氊s

xi
)所满足的边界积分方程。

暋暋-c(y)k毩1毩1
(y,氊s

xi
)N毩1

(y,氊s
xi

)

暋=-曇毠Ys
xi

G(y,氂)k毩1毩1
(y,氊s

xi
)
毠N毩1

(y,氊s
xi

)
毠v dS+曇毠Ys

xi

毠G(y,氂)
毠v k毩1毩1

(y,氊s
xi

)N毩1
(y,氊s

xi
)dS-

暋暋曇毠Ys
xi

1
r毩(p,y)

毠r
毠v曇

r(p,y)

0
G(y,氂)

毠k毩1毩1
(y,氊s

xi
)

毠y毩1

r毩(p,y)drdS-Nj
毩1曇毠Ys

xi

1
r毩(p,y)

毠r
毠v

暋暋曇
r(p,y)

0

毠G(y,氂)
毠y毩1

毠k毩1毩1
(y,氊s

xi
)

毠y毩1
毤i(y)毜-1

ijr毩(p,y)drdS暋暋暋(p,y,氂暿毠Ys
xi

) (16)

暋暋最后对单胞Ys
xi

的边界进行网格剖分,并进行

边界单元插值,计算式(16)中各积分项,得到线性代

数方程组,求解可得单胞函数 N毩1
(y,氊s

xi
)的数值

解。进一步,通过式(8)计算出均匀化系数k̂ij(氊s
xi
)。

(4)对于不同的样本单胞Yxi
(氊s

xi
)(s=1,2,…,

r),重复步骤(2)和步骤(3),可分别得到r个均匀化

系数k̂ij(氊s
xi
),期望均匀化系数k-ij(xi)可以通过式

(9)计算。
(5)对于不同的点xi(i=1,2,…,M),重复步

骤(2)~步骤(4),得到结构毟 上M 个点处的期望均

匀化系数k-ij(xi)(i=1,2,…,M)。最后通过插值方

法得到结构毟 上期望均匀化系数函数k-ij(x)(x暿
毟)。

3暋算例分析

为了验证统计多尺度边界元方法预测功能梯度

材料热传导性能的有效性,取圆球颗粒 Al作为增

强相颗粒的 Al/Al2O3 功能梯度材料,Al和 Al2O3

的热导率分别为211.07和38.27W/mK,圆球颗粒

在基体内均匀随机分布且体积分数随着位置从0~
25%线性变化。由于颗粒分布的随机性,数值计算

结果会受此影响,即使颗粒的分布模型完全相同,计
算结果也会因样本的不同而有所差别。因此,一次

样本的计算结果无法完全反映随机复合材料的宏观

特性,必须进行大量样本的计算,再最终计算出统计

意义上的结果,才能真实反映随机复合材料的宏观

整体性能。算例中的计算结果均由随机抽样50次

统计所得。

选取不同样本数量时的等效导热系数计算结果

如图2所示,可以看出:随着样本数量的增加,计算

结果分散性越来越小。

图2暋样本数量对等效导热系数的影响

Fig.2暋Theeffectofsamplequantityonequivalent

thermalconductivitycoefficient

分别使用多尺度有限元和多尺度边界元方法计

算等效导热系数的数值结果与实验结果的比较如图

3所示,可以看出:在功能梯度材料内部有效热传导

系数随着位置的变化呈上升趋势,两种多尺度方法

均给出了稳定的预测曲线,与实验数 据[22]符 合

较好。
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图3暋等效导热系数数值结果与实验数据比较

Fig.3暋Comparisonoftheeffectivethermalconductivity

betweennumericalresultsandexperimentaldata

多尺度有限元网格与多尺度边界元网格数目的

比较如图4所示,可以看出:边界元网格数目远少于

有限元网格数目,采用多尺度边界元算法可以大幅

节约计算成本,减少计算量。特别地,针对随机复合

材料模拟需要大量取样的特性,多尺度边界元算法

节约的计算量是相当可观的。

图4暋有限元网格与边界元网格数比较

Fig.4暋Numbercomparisonoffiniteelementmeshand

boundaryelementmesh

从图3~图4可以看出:统计多尺度边界元方

法可以用较少的计算时间得到满意的结果,是一种

预测功能梯度材料热传导性能的高效率、高精度的

数值方法。

4暋结暋论

(1)使用统计多尺度边界元方法预测了颗粒随

机分布功能梯度材料的等效导热系数,数值结果与

实验结果的比较表明了多尺度边界元模型的正确性

和算法的有效性。

(2)针对具有大量颗粒随机分布且结构和性能

在空间位置上呈现梯度变化的功能梯度材料的热传

导问题,统计多尺度边界元算法可以用较少的计算

时间得到满意的结果,是一种高效率、高精度的数值

算法。
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