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区间不确定信息下可修系统基于幂律过程的
贝叶斯可靠性评估方法研究
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摘 要：贝叶斯方法常用于小子样场合下航空航天等领域中可修系统的可靠性评估，由于一些不确定因素影

响致使无法精确收集先验信息和/或可修系统的故障信息，但却可获得其上下界信息。针对区间不确定信息情

形，提出多台可修系统当其失效过程服从幂律过程（PLP）时的贝叶斯可靠性分析方法，将信息先验下 PLP模型

基于区间信息的贝叶斯分析转化为所求目标函数恰是该先验下 PLP模型传统贝叶斯分析的约束优化问题；通过

具体工程实例对本文所提方法的可行性、有效性进行验证。结果表明：本文所提出的贝叶斯可靠性分析方法能

够为小子样场合下，考虑不确定性因素影响时可修系统的可靠性评估问题研究提供一种值得参考的方法。
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per bounds. For the case of such interval uncertainty information，the Bayesian reliability analysis method of multi⁃
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0 引 言

航空航天等领域中可修系统在小子样场合下

的可靠性评估问题一直以来都备受关注，由于幂

律过程（Power Law Process，简称 PLP）［1］的数学易

处理性以及具有较好的工程适用性，基于该参数

模型对可修系统开展了诸多可靠性评估方法研

究 ，主 要 分 为 频 率 论 方 法（Frequentist Appro-
ach）［1-3］和贝叶斯方法（Bayesian Approach）［4-10］，其

中贝叶斯方法更适于处理小子样问题，亦可将可

修系统在失效、时间截尾情形下的可靠性分析进

行统一。可修系统基于 PLP模型的贝叶斯可靠性

分析，在确定先验信息、收集可修系统故障数据以

及求解贝叶斯后验分析时将遇到以下问题。

首先，PLP模型参数先验信息获取的精准与

否。实际贝叶斯应用中，PLP模型参数常用先验

有一类无信息先验［4-13］和均匀分布［4，14-15］、Beta分
布［16］、广义 Beta分布［17］、Gamma分布［12-13，18-21］、自

然共轭先验［22-23］以及准共轭先验［24］等信息先验。

无信息先验可直接应用，相关研究较多且深入细

致。应用信息先验时，其所含超参数需先指定确

切超参数取值，可通过收集先验矩的历史信息和/
或专家知识来确定［4，14，21-22，24］。例如，基于 PLP模

型对正处于可靠性增长开发测试计划中的一种航

空发动机进行可靠性预测，预定时间内平均失效

次数的信息先验为二参数 Gamma分布，由其他相

似发动机经验所给专家意见得知先验矩（均值和

变异系数）信息［14］，经简单计算可确定超参数值。

通常以充足可信度为先验矩赋予一个确切值是困

难的，直接做法是为每个超参数再指定一个先验，

即超先验，为确定超先验还需得知更多与其相关

的信息。考虑到在无信息或信息先验下 PLP模型

参数联合后验通常是无解析解的复杂多重积分，

若为超参数指定超先验，将致使基于模型参数联

合后验所开展贝叶斯可靠性分析变得愈加复杂和

困难。实际上，基于相似发动机的历史贮存信息，

专家易给出正经历开发测试航空发动机在指定时

间内平均失效次数的平均取值和变异系数的上下

界信息，此时先验矩信息可表示为实值闭区间，也

即为每个先验矩指定一个实值区间数［25］，由区间

运算法则结合超参数与先验矩之间的函数关系可

知超参数也是区间数。基于区间值描述 PLP模型

参数的信息先验，如何开展可修系统的贝叶斯可

靠性分析有待探讨。

其次，可修系统故障数据收集精准与否。由

于环境波动、观测者疏忽、实验中资源限制等不确

定因素的影响，致使可修系统的确切故障时间无

法被观测到，但可获知系统发生故障的时间范围。

例如，某型飞机电传系统备用电瓶故障是一种隐

蔽功能故障，航空公司对此故障采取每隔 1 000 fh
维修一次，所收集电瓶故障数据是在［1 000 h，
2 000 h］内发生 3次故障的类似数据［26］。这种发生

在待观察时间区间内失效次数所构成数据被称为

分组数据，聚合数据，或区间删失型数据［2，7，26-28］。

针对分组数据，MIL-HDBK-189［3］建议每个时间

区间内失效次数不少于 5，如不满足需将相邻两个

或多个时间区间合并，直至合并后区间内失效次

数达到要求为止［29］。直接使用区间数据的 PLP模

型贝叶斯分析较复杂且难以处理［7］，J. Kyparisis
等［17］给出一种近似贝叶斯推断。借助待观察时间

区间内确切失效时间（实际未被观察到）的潜在变

量，A. Sen［7］针对来自单台可修系统的区间数据给

出了 PLP模型强度的贝叶斯估计和预测，并使用

Markov Chain Monte Carlo（MCMC）与抽样方法

（如加权自助法［25，30］、自适应取舍抽样法［31］等）混合

的方法简化复杂贝叶斯后验分析，尤其当 PLP模

型参数采用信息先验情形。工程实际中常遇到如

此情形，试验中投试了多台可修系统，但每个待观

察时间区间内仅观测到一次故障，甚至观察到系

统总故障次数也较少。显然，上述针对失效过程

服从 PLP模型的可修系统的区间数据所开展贝叶

斯分析方法并不适用于此种情形，合理将此情形

中可修系统的故障时间视为以区间数形式收集，

进而如何开展多台可修系统基于 PLP模型的贝叶

斯分析值得深入研究。

最后，基于 PLP模型参数后验的复杂贝叶斯

分析求解。单台可修系统基于 PLP模型在无信

息、信息先验下的贝叶斯分析有一个共同问题，模

型参数联合后验通常是无解析解的复杂多重积

分，可靠性评估量则是模型参数的各种函数值，为

简化基于模型参数后验的贝叶斯分析，MCMC、密
度抽样方法及其混合方法被采用［7，10，32］，这样处理

虽不复杂但也并不简单。此外，若考虑多台可修

系统［33］、以及区间值描述信息先验和系统故障时

间以区间数收集的情形，基于 PLP模型的贝叶斯

可靠性分析求解方法有待进一步研究。
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考虑到 PLP模型参数取无信息先验时预定时

间内的平均失效次数和 PLP模型形状参数的后验

分布均为 Gamma分布［6，34］，诸多研究者将其作为

PLP模型参数的一种合理信息先验［4，7，12-14，18，20］，本

文同理。本文首先在 Gamma信息先验下提出一

种简单易行的多台可修系统基于 PLP模型的传统

贝叶斯分析方法，然后通过建立目标函数恰是该

先验下 PLP模型传统贝叶斯分析结果的约束优化

问题，给出当先验和可修系统故障时间具有区间

值不确定信息时多台可修系统基于 PLP模型的贝

叶斯可靠性评估方法，并进行实例验证。

1 信息先验下可修系统基于 PLP模

型的贝叶斯分析方法

具 有 强 度 函 数 为 λ ( t )=( β θ ) ( t θ )β- 1，

( θ> 0，β> 0 )和 均 值 函 数 为 Λ( t )=∫
0

t

λ ( u ) du=

( t θ )β的非齐次泊松过程称之为幂律过程，也称为

威布尔过程、Crow模型或 AMSAA模型。假设 k

台同型可修系统同时投入运行，每台可修系统的

失效过程都服从相同 PLP模型。第 i台可修系统

的第 j次失效时间为 tij，第 i台可修系统的在运行期

间内的失效次数为 ni ( ni≥ 1 )。k台可修系统的总

失效次数为 N=∑
i= 1

k

ni。第 i台可修系统独立地运

行至时刻 Ti处截尾，如果它是失效截尾则有 Ti=
tini，而如果它是时间截尾则有 Ti> tini。多台可修

系 统 失 效 时 间 t= tij ( i= 1，⋯，k，j= 1，⋯，ni )的
似然函数［35］为

l ( )|t θ，β =∏
i= 1

k ì
í
î

ü
ý
þ

∏
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ni

λ ( )tij exp [ ]-Λ ( )Ti =

βn

θnβ ( )∏
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∏
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β- 1
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é

ë
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ê ù
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ú-∑

i= 1

k ( )Ti

θ

β

（1）

令 ΛT=Λ (T )，取 ΛT 和 β的信息先验分别为

如下Gamma分布［7，18，20］。

π (ΛT)= f (ΛT；aΛ，bΛ) （2）

π ( β )= f ( β；aβ，bβ) （3）
式中：f ( )x；a，b 为参数 a和 b的 Gamma分布的概

率密度函数，f ( )x；a，b = ba xa- 1 exp{ }-bx Γ ( )a ，

( x，a，b> 0 )。

式（2）和式（3）中的超参数 aΛ，bΛ，aβ，bβ 可由

ΛT 和 β的先验矩信息（均值和变异系数）计算得

到。令超参数向量 α= (aΛ，bΛ，aβ，bβ)，先验矩向量

φ= (EΛ，CVΛ，Eβ，CVβ)。如果得到了 ΛT和 β的先

验矩的确切值，α可由下式确定：

aΛ = CV -2
Λ （4）

bΛ = E-1
Λ CV -2

Λ （5）
aβ= CV -2

β （6）
bβ= E-1

β CV -2
β （7）

改变式（2）中的变量，ΛT的先验分布可以转换

为 θ的一个条件分布，即 π ( )|θ β = βbaΛΛ T βaΛθ-βaΛ- 1

exp{ }-bΛ ( )T θ
β Γ ( )aΛ ，则 θ和 β的联合后验概率

密度为

π ( )|θ，β t ∝ l ( )|t θ，β π ( )|θ β π ( )β ∝
βn+ aβT βaΛ

θβn+ βaΛ+ 1 ( )∏
i= 1

k

∏
j= 1
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tij

β- 1

⋅
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ì
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-bβ β- bΛ ( )Tθ
β

-∑
i= 1

k ( )Ti

θ

β

（8）

在工程应用中，经常对一些 PLP 模型参数

(θ，β )的函数估计感兴趣，如可修系统在给定时刻

处 的 失 效 强 度［6，36-38］、MTBF［11，37，39］和 系 统 可 靠

度［5，38］的估计值，可修系统在给定时间内期望失效

次数的预测以及失效时间的预测［5，11，13，20，34］等，这

是因为这些模型参数函数的估计在评估可修系统

的可靠性或在作出可靠性管理决策方面发挥着十

分 重 要 的 作 用 。 令 g (θ，β ) 为 (θ，β ) 的 函 数 ，在

g (θ，β )的后验分析中常需对 (θ，β )的联合后验概

率密度进行各种积分计算，即：

G=∫
0

∞∫
0

∞

g (θ，β ) ⋅ π ( |θ，β t) dθdβ （9）

通常此积分无解析解，加之后验概率密度

π ( |θ，β t)的形式较复杂，需要进行数值积分方法

求解，MCMC方法和一些概率密度函数的抽样方

法 被 用 来 简 化 PLP 模 型 的 复 杂 后 验 分

析［6，7，15，30-31，34］。针对式（2）和式（3）的 Gamma信息

先验，文献［18-19］采用矩等效方法将 Λ(T )的先

验信息转换为所有系统在 y时刻同时截尾的 Λ( y )
的先验信息，并基于此给出了 PLP模型贝叶斯分
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析的一种近似方法。本文采用重要抽样技术给出

Gamma信息先验下多台可修系统基于 PLP模型

的 一 种 简 单 有 效 的 贝 叶 斯 分 析 及 其 预 测 分 析

方法。

令 H≡ H (θ，β )=∑
i= 1

k (Ti θ ) β。利用 (θ，β ) 和
(H，β )之间的关系，g (θ，β )可以转化为H和 β的函

数，记为 δ (H，β )。利用二重积分的换元公式，上

述积分可以表示为

∫
0

∞∫
0

∞

g ( )θ，β ⋅ π ( )|θ，β t d θdβ=

∫
0

∞∫
0

∞

δ ( )H，β ⋅ π ( )|H，β t dHdβ （10）

由式（8）可以得到H和 β的联合后验概率密度

π ( |H，β t)为
π ( )|H，β t ∝ f ( )H；n+ aΛ，1+ bΛT β ∑

i= 1

k

T β
i ⋅

f ( β；n+ aβ，bβ+∑
i= 1

k

∑
j= 1

ni

ln Ti

tij ) ⋅w (H，β ) （11）

其 中 w (H，β )= T βaΛ∏
i= 1

k

∏
j= 1

ni

T i
β (∑

i= 1

k

Ti
β +

bΛT β)-( )n+ aΛ

。令 π0 ( |H，β t)表示式（11）的右端项，

π0 ( |H，β t)与 π ( |H，β t)之间仅相差一个正则化因

子。于是，式（9）积分可以表示为

∫
0

∞∫
0

∞

δ ( )H，β ⋅ π ( )|H，β t d Hdβ=

∫
0

∞∫
0

∞

δ ( )H，β ⋅ π0 ( )|H，β t dHdβ

∫
0

∞∫
0

∞

π0 ( )|H，β t dHdβ
（12）

通常式（12）没有解析解，但利用重要抽样技

术可以获得其数值解，具体步骤如下。

步 骤 1：从 概 率 密 度 f ( β；n+ aβ，bβ+

∑
i= 1

k

∑
j= 1

ni

ln Ti

tij )抽取 βJ；

步骤 2：在给定 βJ 值的条件下，从概率密度

f (H；n+ aΛ，1+ bΛT βJ ∑
i= 1

k

T βJ
i )抽取HJ。

重 复 步 骤 1~ 步 骤 2 共 m 次 ，得 到 样 本

{(HJ，βJ)，J= 1，⋯，m}。则式（12）的近似解可由

式（13）获得：

∫
0

∞∫
0

∞

δ ( )H，β ⋅ π ( )|H，β t dHdβ≈

∑
J= 1

m

δ ( )HJ，βJ ·w ( )HJ，βJ ∑
J= 1

m

w ( )HJ，βJ （13）

因此，式（9）积分的近似解可由式（13）得到。

此 外 ，基 于 样 本 {(HJ，βJ)，J= 1，⋯，m}，式

（13）给出了函数 δ (H，β )在平方损失函数下的贝

叶斯估计，进一步还可以给出 δ (H，β )的贝叶斯可

信区间估计和贝叶斯HPD区间估计［20，40］。

2 区间不确定信息下可修系统基于

PLP模型的贝叶斯方法

在 Gamma信息先验下可修系统基于 PLP模

型的传统贝叶斯分析中，可以将超参数 α和失效时

间 t视为输入，式（9）后验积分的值视为输出，则式

（9）后验积分就是一个实值黑盒函数 G (α，t)。当

输入中的超参数 α和/或失效时间 t以区间数形式

α I 和/或 t I（上标 I表示区间）给定时，函数 G (α，t)
变为一个区间值函数 G (α I，t)或 G (α I，t I)，其相应

输出值为区间数 GI(α I，t)或 GI(α I，t I)。针对这两

种情况，Gamma信息先验下 PLP模型基于区间的

贝叶斯分析的关键问题就是如何计算 GI(α I，t)和
GI(α I，t I)。本文对这两种情况分别进行研究。

情况Ⅰ：区间值信息的先验矩和精确信息的

失效时间

这 里 ΛT 和 β 的 先 验 矩 φ 是 以 区 间 数 φI=

(E I
Λ，CV I

Λ，E I
β，CV I

β) 形 式 收 集 的 ，其 中 E I
Λ =

[E L
Λ，EU

Λ ]， CV I
Λ = [CV L

Λ，CV U
Λ ]， E I

β= [E L
β，EU

β ]，
CV I

β= [CV L
β，CV U

β ]，L和 U分别代表区间数的上

界和下界。由式（4）~式（7）以及区间运算法则可

知，超参数 α是 φI的区间值函数，因此其值也是区

间数 α I= (aIΛ，bIΛ，aIβ，bIβ)，具体如下：

aIΛ = é
ë(CV U

Λ )-2，(CV L
Λ )-2ùû （14）

bIΛ = é
ë(EU

Λ )-1 (CV U
Λ )-2，(E L

Λ )-1 (CV L
Λ )-2ùû

（15）

72



第 6 期 王燕萍等：区间不确定信息下可修系统基于幂律过程的贝叶斯可靠性评估方法研究

aIβ= é
ë(CV U

β )-2，(CV L
β )-2ùû （16）

bIβ= é
ë(EU

β )-1 (CV U
β )-2，(E L

β )-1 (CV L
β )-2ùû

（17）
针对具有区间值 φI 和精确失效时间 t= tij

( i= 1，⋯，k，j= 1，⋯，ni )的情况，式（9）后验积分

则 是 α I 的 区 间 值 函 数 ，其 值 是 一 个 区 间 数 ，为

GI(α I，t)= [GL (α I，t)，GU (α I，t) ]，其中 GL (α I，t)和
GU (α I，t)分别是式（18）所示约束优化问题中目标

函数的极小值和极大值。

Case Ⅰ：

min ( max ) ∫
0

∞∫
0

∞

g ( )θ，β ⋅ π ( )|θ，β t dθdβ

s. t.

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

aΛ ∈ aIΛ
bΛ ∈ bIΛ
aβ∈ aIβ
bβ∈ bIβ

（18）

情况Ⅱ：区间值信息的先验矩和区间值信息

的失效时间

当 可 修 系 统 的 失 效 时 间 是 以 区 间 数 t I=
( t Iij ，i= 1，⋯，k，j= 1，⋯，ni )，t Iij= [ t Lij，t Uij ] 形 式 收

集到的时候，似然函数为

l ( |t I θ，β )=

∏
i= 1

k ì
í
î

ü
ý
þ

∏
j= 1

ni

[ ]Λ ( )t Uij -Λ ( )t Lij exp [ ]-Λ ( )Ti

（19）
针对先验信息和失效时间均以区间数形式收

集时，Gamma信息先验下 PLP模型的贝叶斯分析

可以转化为情况Ⅰ中 PLP模型的贝叶斯分析，然

而直接使用式（19）似然函数与式（2）~式（3）先验

开展 PLP模型的传统贝叶斯分析通常会较繁琐且

致使分析结果不易处理［7］。因此，在 Gamma信息

先验下使用式（19）似然函数进行 PLP模型基于区

间的贝叶斯分析将更复杂且难以处理。

本文不是将区间值形式的失效时间视为一个

区间，而是将其视为一个区间数。进而针对同时

具有区间值 φI和 t I的情形，基于式（1）似然函数可

以较容易地得到 Gamma信息先验下 PLP模型基

于区间的贝叶斯分析方法，此时式（9）后验积分变

为 α I 和 t I 的一个区间值函数，其值也是一个区间

数 ，为 GI(α I，t I)= [GL (α I，t I)，GU (α I，t I) ]，其 中

GL (α I，t I)和 GU (α I，t I)分别是式（20）所示约束优化

问题中目标函数的极小值和极大值。

Case Ⅱ：

min ( max ) ∫
0

∞∫
0

∞

g ( )θ，β ⋅ π ( )|θ，β t dθdβ

s. t.

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

aΛ ∈ aIΛ
bΛ ∈ bIΛ
aβ∈ aIβ ( i= 1，⋯，k，j= 1，⋯，ni )
bβ∈ bIβ
tij∈ t Iij

（20）

为了获得 GI(α I，t)和 GI(α I，t I)的确切区间值，

需求解式（18）和式（20）中的约束优化问题。这些

优化问题中的目标函数恰是第 1节中 Gamma先验

下函数 g (θ，β )的传统贝叶斯后验分析结果，可由

式（13）求解得到。又考虑到这些目标函数是无解

析解的复杂多重积分且是高度非线性的，本文采

用协方差矩阵自适应演化策略（Covariance Matrix
Adaptation Evolution Strategy， 简 称 CMA-
ES）［41-42］来搜索式（18）和式（20）中约束优化问题

的全局最优解。

综上，针对情况Ⅰ和情况Ⅱ所提出的 PLP模

型基于区间的贝叶斯分析方法，实质上转化为求

解目标函数恰是 Gamma先验下 PLP模型传统贝

叶斯后验分析的约束优化问题。此外，所提出的

PLP模型基于区间的贝叶斯分析方法同样适用于

Gamma信息先验下具有精确先验和区间值失效

时间情形时 PLP模型的贝叶斯分析，进一步还可

应用于先验和/或失效时间中部分信息为区间值

情形时 PLP模型的贝叶斯分析。针对这些不同

情形下 PLP模型基于区间的贝叶斯分析，仅需求

解与式（18）和式（20）中目标函数相同、约束不同

的类似约束优化问题即可。各种情况下，PLP模

型基于区间的贝叶斯分析方法的流程图如图 1
所示。
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退化区间数是一个由单一实数构成的区间，

因此，当 Gamma先验信息和失效时间都是以精确

实数值形式收集时，本节所提出的 PLP模型基于

区间的贝叶斯分析方法将退化为第 1节中 Gamma
信息先验下 PLP模型的传统贝叶斯分析方法。

3 实例分析

以 3个工程实例说明本文所提出的 PLP模型

基于区间的贝叶斯分析方法在单、多台可修系统

可靠性分析中的应用。

3. 1 实例 1

一种复合型飞机发动机在开发阶段经历了可

靠性增长过程，开发测试在其发生第 13次失效后

终止［5，14，43-44］，飞机发动机的 13次失效时间如表 1
所示。这些失效数据是服从 β< 1的 PLP模型，假

设发动机后续的失效依然服从同一 PLP模型。基

于类似系统经验的专家意见可以产生以下先验信

息：发动机在时间段（0，1 000 h］内的平均失效次

数服从均值为 E I
Λ =［8，9］和变异系数为 CV I

Λ =
［0. 22，0. 27］的 Gamma分布，参数 β服从均值为

E I
β=［0. 55，0. 60］和 变 异 系 数 为 CV I

β=［0. 055，
0. 056］的 Gamma分布。表 1还列出了发动机在情

况Ⅱ下的区间值失效时间。在给定 Gamma信息

先验下，分析发动机当前的MTBF，并预测飞机发

动机的失效情况。

发动机在 4 596时刻的MTBF为M (4 596)=
1 λ ( )4 596 ，在平方损失函数下，采用本文所提出的

PLP模型基于区间的贝叶斯分析方法（取式（13）
中 m= 5× 104），可以得到发动机在情况Ⅰ和情况

Ⅱ下 M (4 596) 的 贝 叶 斯 估 计 分 别 为［318. 321，
828. 158］和［318. 301，828. 374］。文献［20］中式

（24）给出了发动机在未来时间段（4 596 h，6 596 h］
内发生 r ( r= 0，1，2，⋯)次失效的预测概率为

P{ }|N ( )4 596，6 596 = r t =

图 1 PLP模型基于区间的贝叶斯方法流程图

Fig. 1 Flowchart of interval-based Bayesian method of the power law process

表 1 柴油机的失效时间

Table 1 Failure times for an aircraft generator

失效次数 i

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13

失效时间 ti/h
情况Ⅰ
55
166
205
341
488
567
731
1 308
2 050
2 453
3 115
4 017
4 596

情况Ⅱ
［50，60］

［160，170］
［200，210］
［340，350］
［480，490］
［560，570］
［730，740］

［1 300，1 320］
［2 040，2 060］
［2 450，2 460］
［3 105，3 030］
［4 010，4 030］
［4 580，4 596］
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∫
0

∞∫
0

∞

P{ }|N ( )4 596，6 596 = r θ，β π ( )|θ，β t dθdβ

其中：

P{ }|N ( )4 596，6 596 = r θ，β = 1
r！

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê( )6 596

θ

β

-

ù

û

ú
úú
ú( )4 596

θ

β r

exp
ì
í
î

ïï

ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
-
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )6 596

θ

β

- ( )4 596
θ

β

利用文献［20］的方法在情况Ⅰ和情况Ⅱ下可

以分别得到发动机在时间段（4 596 h，6 596 h］内

发生 r次失效的概率，如图 2所示。对比两种情况

下 M (4 596) 和 P{ |N ( )4 596，6 596 = r t}的 结 果

发现，情况Ⅰ与情况Ⅱ的结果非常接近。此外，结

合下面区间序关系，可发现发动机在未来 2 000 h
内（即在时间段（4 596 h，6 596 h］内）发生 2次失效

的概率最大，该概率值在情况Ⅰ与情况Ⅱ下分别

为 [0.057 15，0.257 3]和 [0.057 52，0.257 1]。 基 于

发动机当前MTBF M (4 596)的值，同样可以预知

它在（4 596 h，6 596 h］内将会发生两次失效的可

能性较大，这与 P{ |N ( )4 596，6 596 = r t}的预测

分布结果一致。

区间序列关系：

令 AI= [AL，AU ]，(AL≤ AU )是一个实值区间

数，则区间数 AI 的中点 Im (AI)和半径 Iw (AI)分别

为 Im (AI)= 1
2 (A

L+ AU )，Iw (AI)= 1
2 (A

U- AL)。
BI= [BL，BU ]，(BL≤ BU )是另一实值区间数。如果

AL= BL且 AU= BU，则 AI= BI。R. E. Moore等［25］

给出了区间序关系“<”的定义，当 AU< BL 时，

AI< BI。该关系有可传递性，即AI< BI且 BI< CI，

则AI< CI。但是此序关系并不适用于相互重叠的

区间数。H. Ishibuchi等［45］和 S. Karmakar等［46］所

提方法可以较显著地排序两个区间数，AI和 BI中

的 最 大 者 由 区 间 序“≤ LR”定 义 ，若 AL≤ BL 且

AU≤ BU，则 AI≤ LR BI；若 AI≤ LR BI 且 AI≠ BI，则

AI< LR BI。如果区间序关系“≤ LR”也不适用，给出

另 一 区 间 序 关 系“≤ CW”［45-46］定 义 ，若 Im (AI)≤
Im (BI) 且 Iw (AI)≥ Iw (BI)， 则 AI≤ CW BI； 若

AI≤ CW BI 且 AI≠ BI，则 AI< CW BI。 区 间 序 关 系

“≤ LR”和“≤ CW”都具有自反性、反对称性和传递性。

3. 2 实例 2

虎鲸号潜艇 3号主推进柴油机计划外维护的

前 30次失效时间［14，47］如表 2所示，假设它们是在柴

油机第 30次失效时采取失效截尾方式获得的（全

部数据包含 56次失效时间［47］），这些失效数据显示

柴油机系统的可靠性呈现出下降趋势。该实例

中，柴油机在初始测试中的失效以及在第 30次失

效以后的未来失效均是服从 β> 1的同一 PLP模

型。针对情况Ⅰ，柴油机在时间段（0，10 000 h］内

平均失效次数的可信先验是均值为 E I
Λ = [30，31]

和变异系数为 CV I
Λ = [0.25，0.30]的 Gamma分布，

参数 β的可信先验是均值为 E I
β= [1.2，1.3]和变异

系数为 CV I
β= [0.050，0.055]的 Gamma分布。针

对情况Ⅱ，先验信息同情况Ⅰ，柴油机的部分失效

时间是以区间数形式收集的，如表 2所示。

图 2 N (4 596，6 596)的预测分布

Fig. 2 Prediction distribution of N (4 596，6 596)

表 2 柴油机的失效时间［14，47］

Table 2 Failure times（hours）for a diesel engine［14，47］

失效次数 i

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

失效时间 ti/ h

情况Ⅰ

860

1 258

1 317

1 422

1 897

2 011

2 122

2 439

3 203

3 298

3 902

3 910

4 000

4 247

4 411

情况Ⅱ

［840，880］

［1240，1 280］

［1 300，1 340］

［1 400，1 440］

［1 880，1 920］

［2 000，2 040］

［2 100，2 140］

［2 420，2 465］

［3 180，3 225］

［3 280，3 330］

［3 850，3 902］

［3 910，3 950］

［3 980，4 080］

［4 200，4 300］

［4 380，4 430］

失效次数 i

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

失效时间 ti/h

情况Ⅰ/Ⅱ

4 456

4 517

4 899

4 910

5 676

5 755

6 137

6 211

6 311

6 613

6 975

7 335

8 158

8 498

8 690
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在给定 Gamma信息先验下，预测所观测柴油

机在第 30次失效后某时间段 ( t30，t30 + d ]内的系统

可靠度 R (d )，以及预测所观测柴油机在 t30截尾时

间后第 31次失效时间的分布。

系统可靠度定义为在某一时间段内不发生失

效的概率。在第 30次失效截尾后时间段 ( t30，t30 +
d ]内的系统可靠度 R (d )可由文献［20］中式（14）
给出，即：

R ( )d = P{ }|N ( )t30，t30 + d = 0 θ，β =

exp
ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
-
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )t30 + d

θ

β

- ( )t30θ
β

R (d )的后验均值为

E [ ]|R ( )d t =

∫
0

∞∫
0

∞

exp
ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
-
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )t30 + d

θ

β

- ( )t30θ
β

⋅ π ( )|θ，β t d θdβ

由文献［20］中式（29）可得柴油机第 31次失效

时间 t31的预测分布为

P{ }|t31 ≤ ι t = E |θ，β t
é
ë
êêêê ù

û
úúF ( )( )ι θ

β- ( )t30 θ
β
；1，1 =

E |θ，β t
é
ë
êêêê ù

û
úúúú1- exp{ }-( )( )ι θ

β- ( )t30 θ
β

( ι≥ t30 )

式中：F ( ⋅；a，b)为参数为 a和 b的 Gamma分布的

累积分布函数。

事实上，t31 的预测分布和系统可靠度之间存

在关系 P{ |t31 ≤ ι t}= 1- E éë |R ( )ι- t30 tùû。

取式（13）中 m= 5× 104，采用 PLP模型基于

区间的贝叶斯分析方法，可在情况Ⅰ和情况Ⅱ下

分别得到贝叶斯后验均值 E [ |R ( )d t ]（一个区间

数）。给定多个时间 d值，情况 I和情况Ⅱ下的区间

值 E [ |R ( )d t ]如图 3所示，可以看出：情况Ⅰ中的

E [ |R ( )d t ]值与情况Ⅱ中的值非常接近。

从图 3可以看出：当 d= 352 h时，柴油机在时

间段 (8 690 h，9 042 h ]内系统可靠度 R (d )的贝叶

斯后验均值（图 3中左起第四条线段）在情况Ⅰ下

为［0. 139 8，0. 359 4］，在情况Ⅱ下为［0. 139 7，
0. 359 5］。此外，柴油机的系统可靠度 R (d )的贝

叶斯后验均值将随着时间 d的增加呈现降低（由于

所有区间值 E [ |R ( )d t ]满足区间序关系“≤ LR”）

的趋势，该趋势同样适用于图中每一个区间数

E [ |R ( )d t ] 的 上 下 限 。 P{ |t31 ≤ 9 042 t}= 1-
E [ |R ( )352 t ]，由 区 间 算 术 运 算 可 知 ，

P{ |t31 ≤ 9 042 t}在情况Ⅰ下的贝叶斯预测概率为

[0.640 6，0.860 2]，在情况Ⅱ下的贝叶斯预测概率

为 [0.640 5，0.860 3]。 由 于 P{ |t31 ≤ ι t}= 1-
E éë |R ( )ι- t30 tùû，柴油机第 31次失效时间的贝叶

斯预测概率 P{ |t31 ≤ ι t}将随着时间 ι的增加呈现

增长趋势。因此，E [ |R ( )d t ]和 P{ |t31 ≤ t30 + d t}
的贝叶斯预测结果均显示柴油机的第 31次失效发

生在 d≥ 352的 t30 + d时刻的高可能性。柴油机

的第 31次失效实际发生在第 9 042 h［47］，这也证实

了上述贝叶斯预测分析结果与虎鲸主推进柴油机

实际失效数据是一致的。

3. 3 实例 3

为了提升一种新型汽车发动机原型机的可靠

性进行一项开发计划，如果该系统设计满足给定

可靠性目标，则所得系统设计可用于大规模生产。

在当前测试阶段，有 3台同配置的新发动机投入测

试，3台发动机的测试时间分别为 1 000，1 500和
1 500 h。发动机的可靠度以其在时间段 (0，τ ]内
的平均失效次数 Λ (τ )来衡量，当 Λ (1 000)不超过

6 次 的 预 测 概 率 至 少 等 于 0. 90 时 ，即

P{ |Λ ( )1 000 ≤ 6 t}≥ 0.90，可靠度目标达到。假

定每台发动机的失效过程是服从参数为 θ和 β的

PLP模型，则 Λ (τ )= r( r= 0，1，2，⋯)的贝叶斯预

测概率［20］为

P{ }|Λ ( )τ = r t =

∫
0

∞∫
0

∞ 1
r！

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù
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β r
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ü
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ïïïï
ïï

-( )τθ
β

⋅ π ( )|θ，β t dθdβ图 3 R (d )的贝叶斯估计

Fig. 3 Bayesian estimation of R (d )
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Λ (τ )≤ 6的贝叶斯预测概率为

P{ }|Λ ( )τ ≤ 6 t =∑
r= 0

6
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对该型发动机在当前测试阶段的系统可靠度

进行贝叶斯预测分析。

汽车发动机在开发过程中的更新信息可以产

生以下先验信息：发动机在时间段（0，1 000 h］内

的平均失效次数服从均值为 E I
Λ = [2.3，2.6]和变异

系数为 CV I
Λ = [0.22，0.27]的 Gamma分布，参数 β

服从均值为 E I
β= [1.74，1.76]和变异系数为 CV I

β=
[0.055，0.056]的 Gamma分布。3台发动机的确切

失效时间［48］和区间值失效时间如表 3所示。

取式（13）中 m= 5× 104，采用 PLP模型基于

区间的贝叶斯分析方法，Λ (1 000)在情况Ⅰ和情

况Ⅱ下的贝叶斯预测分布如图 4所示，可以看出：

情 况Ⅰ与 情 况Ⅱ下 Λ (1 000) 的 预 测 分 布 非 常

接近。

P{ |Λ ( )1 000 ≤ 6 t}在情况Ⅰ下的贝叶斯预测

概率是 [0.954 8，0.996 7]，在情况Ⅱ下的预测概率

是 [0.953 2，0.996 8]，这两个结果非常接近，都超过

了预定概率水平 0. 90，也即在情况Ⅰ和情况Ⅱ下

都达到了可靠度目标。因此，当前系统设计下的

发动机足以可靠地被接受用于大规模生产，并且

发动机的开发计划可以停止。

综上，对比三个实例在情况Ⅰ和情况Ⅱ下的

贝叶斯分析结果发现，区间值先验信息对 Gamma
信息先验下 PLP模型基于区间的贝叶斯后验分析

结果所产生的影响远大于可修系统的区间值失效

时间所产生的影响。因此，为了得到可修系统更

精确的贝叶斯可靠性分析结果，应尽可能更精确

地收集先验信息。此外，可以预测 Gamma信息先

验下当仅有可修系统的失效时间是区间值时 PLP
模型的贝叶斯分析结果将会接近于同先验下 PLP
模型的传统贝叶斯分析结果。

4 结 论

（1）本文所提出的 PLP模型基于区间的贝叶

斯方法，不仅可以应用于当先验信息和/或可修系

统的失效时间为区间值信息时 Gamma信息先验

下 PLP模型的贝叶斯分析，还可以应用于先验和/
或可修系统的失效时间中部分信息为区间值时

Gamma信息先验下 PLP模型的贝叶斯分析。

（2）当 Gamma先验信息和可修系统的失效时

间信息以精确数据（即实数值）形式获得时，PLP
模型基于区间的贝叶斯方法将退化为 Gamma信
息先验下 PLP模型的传统贝叶斯方法，Gamma信
息先验下 PLP模型基于区间的贝叶斯分析方法实

质上是 Gamma先验分布下 PLP模型传统贝叶斯

方法的延伸。

（3）PLP 模型基于区间的贝叶斯方法是在

Gamma信息先验下研究的，本文处理方法同样适

用于 PLP模型参数取自然共轭先验、准共轭先验

等其他信息先验下基于区间的贝叶斯分析。

此外，本文考虑的是信息先验中的先验信息、

可修系统的故障时间以区间值不确定性形式收集

的情形，若这些信息是以模糊信息形式收集，本文

方法还适用于以水平截集概念来研究可修系统基

于 PLP模型的模糊贝叶斯方法。因此，针对小子

样情形不确定性因素影响下航空航天等领域中可
图 4 Λ (1 000)的预测分布

Fig. 4 Prediction distribution of Λ (1 000)

表 3 3台发动机的失效时间

Table 3 Failure times for three copies
单位：h

发动机 1

情况Ⅰ

645

813

958

-

-

情况Ⅱ

［600，690］

［770，860］

［900，980］

-

-

发动机 2

情况Ⅰ

390

698

1 004

1 153

1 228

情况Ⅱ

［350，430］

［650，750］

［960，1 050］

［1 100，1 190］

［1 200，1 280］

发动机 3

情况Ⅰ

240

1055

1 388

-

-

情况Ⅱ

［200，280］

［1 000，1 100］

［1 330，1 430］

-

-
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修系统的可靠性评估问题，本文所提出的方法为

其研究提供一种值得参考的方法。
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