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SO（3）上航天器自适应反步姿态跟踪控制
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摘 要: 针对刚体航天器姿态跟踪控制问题，提出了一种自适应反步控制方法。首先，考虑模型不确定性和外

部干扰影响，通过引入一个非负定的势函数来描述姿态跟踪误差，在特殊正交李群 SO（3）上建立描述航天器姿态

运动的相对动力学方程，所建立的动力学模型有效地避免了用修正罗德里格参数或四元数描述航天器姿态时引起

的奇异和退绕等问题；其次，设计的自适应反步控制器可保证闭环控制系统最终一致有界收敛，并用李亚普诺夫理

论严格证明了闭环系统的稳定性；此外，设计的自适应控制律可以有效地处理系统总干扰；最后，针对航天器姿态

跟踪控制场景进行数值仿真分析。结果表明：与传统 PD控制器相比，所设计的控制器可以有效地提高控制性能。
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Abstract: An adaptive backstepping control scheme is proposed to address the problem of attitude tracking control
of rigid spacecraft. First，considering model uncertainties and external disturbances，a non-negative potential function is
introduced to describe the attitude tracking error，and the relative attitude dynamics equations are developed on the
special orthogonal Lie group SO（3），where singularities and unwinding problems associated with other attitude
representations such as modified Rodriguez parameters（MRPs）or quaternions are avoided. By designing an adaptive
law to deal with the system total disturbance，the proposed controller can guarantee the ultimately uniformly bounded
convergence of the closed-loop system，whose stability is proved strictly by using the Lyapunov theory. In addition，the
designed adaptive control law can effectively deal with the total disturbance of the system. Finally，numerical
simulations are carried out on spacecraft attitude tracking scenarios. The results demonstrate that，compared with the
traditional proportion-derivative （PD） controller， the designed controller can effectively improve the control
performance.

Key words: attitude tracking；adaptive backstepping control；potential function；SO（3）；ultimately uniformly
bounded

0 引言
航天器姿态控制是实现编队飞行、交会对接、

卫星通信、高分辨率对地观测等任务的关键技

术［1-4］。对于在轨运行航天器，受恶劣太空环境以及

燃料消耗等因素影响，在进行航天器控制器设计

时，往往需要解决转动惯量不确定性以及外部干扰
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等问题。此外，航天器姿态动力学的非线性特性为

高精度姿态控制的实现增加了难度。因此，近年来

有大量学者在考虑航天器存在转动惯量不确定性

以及外部干扰情况下，采用非线性控制理论进行控

制器设计，解决航天器姿态控制问题。

文献［2，5］利用反步控制理论，解决了服务航天

器与非合作航天器构成的组合体航天器的姿态稳定

控制问题。LIU等［6］通过设计H∞控制器解决了柔性

航天器姿态稳定控制和振动抑制问题。XIAO等［7］

利用滑模控制理论设计控制器，解决了航天器姿态

跟踪和执行机构容错控制问题。其中，反步控制方

法因具有针对控制器设计、对干扰的鲁棒性高等特

点，在航天器控制领域被广泛应用［8］。需要指出的

是，在上述文献中航天器的姿态或采用局部坐标表

示，或利用四元数和修正罗德里格参数（Modified
Rodriguez Parameters，MRPs）进行描述。然而，采

用局部坐标或修正罗德里格参数描述航天器姿态运

动时存在奇异问题，四元数则需要考虑退绕问题［1］。

由于方向余弦矩阵可以在 SO（3）上全局无奇

异地描述刚体姿态，因此文献［9-10］基于方向余弦

矩阵描述航天器姿态来建立动力学模型，解决了姿

态跟踪控制问题。但是，由于 SO（3）的非线性特

性，在 SO（3）上直接进行控制器设计比较困难［11］。

文献［11-13］通过定义一个非负定的势函数描述姿

态跟踪误差，将姿态动力学修改为易于进行控制器

设计的形式，解决了刚体的姿态跟踪控制问题，但

设计的传统的比例-微分（PD）控制器对干扰的鲁棒

性差，且响应速度慢，控制精度低。ZHANG等［1］基

于此建模和控制器设计思想，采用滑模控制理论解

决了航天器姿态跟踪控制问题，但却没有考虑模型

不确定性和外部干扰。

基于上述国内外研究现状介绍与分析，本文针

对存在模型不确定性和外部干扰的刚体航天器姿

态跟踪控制问题展开研究。首先，在系统存在模型

不确定性和外部干扰情况下，通过定义姿态误差势

函数，推导建立 SO（3）上航天器相对姿态动力学模

型；然后，设计自适应反步控制器对模型进行控制，

并对系统的稳定性进行严格的数学证明；最后，通

过数值仿真验证所提出的控制算法的有效性。

1 姿态动力学描述
本文研究全驱动刚性航天器的姿态跟踪控制

问题。首先，为描述航天器的姿态运动，定义航天

器本体坐标系 F b和地球惯性坐标系 F I。F I的原点

为地球质心，ox I沿着黄赤交线指向春分点，oz I轴与

地球自转轴重合，oy I轴通过右手定则确定；F b的原

点为航天器质心，oxb、oyb、ozb三个坐标轴与航天器

的三个惯性主轴重合。航天器的姿态记为 F b到 F I
的转动矩阵 C ∈ SO( 3 )。SO（3）为由特殊正交矩阵

构 成 的 Lie 群 ，满 足 ：SO( 3 )= {C ∈ R3× 3：C TC=

I3× 3，det (C )= 1}，其中，R 为实数集合；( )T 为矩阵

的转置；I3× 3为 3×3的单位矩阵；det ( )为计算一个

矩阵的行列式。用方向余弦矩阵描述的航天器姿

态运动学和动力学方程为［1］

{C = Cω×

Jω̇=-ω× Jω+ u c + d
（1）

式中：ω=[ ω 1，ω 2，ω 3 ]T ∈ R 3× 1为本体系下航天器本

体 坐 标 系 相 对 于 惯 性 坐 标 系 的 姿 态 角 速 度 ；

J ∈ R 3× 3 为航天器转动惯量；u c ∈ R 3× 1 为航天器执

行机构产生的控制力矩；d ∈ R 3× 1为航天器所受的

外部干扰力矩。

( )×：R 3× 1 → ςo ( 3 )为计算任意一个三维向量

x=[ x 1，x2，x3 ]T ∈ R 3× 1的反对称矩阵，具体形式为

Α= x× =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0 -x3 x2
x3 0 -x1
-x2 x1 0

∈ ςo ( 3 ) （2）

式中：ςo ( 3 )= { A∈ R 3× 3|AT =-A }为 SO（3）的李

代数。

记 航 天 器 的 目 标 姿 态 为 C d，且 满 足 Ċ d =
C dω×

d ( t )，∀t≥ 0，其中，ω d ∈ C 1 ∩ L∞ 为航天器的目

标角速度，则可以得到航天器的姿态跟踪误差和角

速度跟踪误差为

{C e = C T
d C

ῶ= ω- C T
e ω d

（3）

对 C e和 ῶ求导，并将式（1）代入，可以得到航天

器的姿态误差运动学和动力学方程为

{Ċ e = C e ῶ×

Jω̇͂=-ω× Jω+ u c + d+ J ( ῶ×C T
e ω d - C T

e ω̇ d )
（4）

为解决航天器姿态跟踪控制问题，需要设计控

制器 u c，使得 ῶ= 0，C e = I3× 3。然而，SO（3）是一个

具有 9个元素和 6个约束的非线性微分流形，姿态

误差运动学中 C e的存在导致在 SO（3）上直接进行

控制器设计比较困难［12］。一种常用的处理方式是

通过定义一个非负定的误差势函数，将 C e转化为一
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个三维姿态误差向量，然后对姿态误差运动学方程

进行修改，再基于修正后的模型进行控制器设计。

本文选用文献［13］中定义的姿态误差函数：

Ψ (C，C d )=
1
2 tr [ K ( I3× 3 - C T

d C ) ] （5）

式中：K= diag ( k1，k2，k3 )> 0为正定对角矩阵；tr ( )
为求矩阵的迹；姿态误差函数Ψ (C，C d )关于 C= C d
局部正定，当 C= C d时，Ψ (C，C d )= 0［13］。

对Ψ (C，C d )取导数，有

d
dt Ψ (C，C d )=-

1
2 tr [ KC

T
d Cῶ× ] （6）

利用下述关系［14］

ì

í

î

ïï
ïï

tr [ Ax× ]=-xT ( A- AT )∨

x×A+ AT x× =(( tr [ A ] I3× 3 - A ) x )×

Cx×C T = (Cx )×
（7）

可以得到

d
dt Ψ (C，C d )= eTc ῶ （8）

式中：ec =
1
2 ( KC e - C T

e K )∨；( )∨为 ( )×的逆运算。

对 ec求导，可以得到修正后的姿态误差运动学

方程为

ėc = E (C，C d ) ῶ （9）
式中：E= 0.5( tr (C T

e K ) I3× 3 - C T
e K )。

则航天器姿态跟踪控制问题的动力学模型可

以用式（4）和式（9）来描述。

此外，由于燃料消耗或释放载荷等因素影响，

在轨运行航天器的质量和转动惯量无法精确获得。

因此，需要考虑航天器转动惯量的不确定性。记航

天器的实际转动惯量为

J= J0 + ΔJ （10）
式中：J0为转动惯量的标称部分；ΔJ为转动惯量的

不确定部分。

则考虑转动惯量不确定性后，姿态误差动力学

方程改写为

J0 ω̇͂=-ω× J0ω+ u c + Δd͂+
J0 ( ῶ×C T

e ω d - C T
e ω̇ d ) （11）

式 中 ：Δd͂= J0 J-1d- ω×ΔJω+ J0ΔĴ (-ω× Jω+
u c )；ΔĴ= J-1- J -10 ；Δd͂为考虑外部干扰和转动惯

量不确定性后系统所受的总干扰，并满足下述假

设，系统所受的总干扰 Δd͂有界，即  Δd͂ ≤ dm，dm

为一个未知的正常数。

本文研究的姿态跟踪控制问题，可以由式（10）

和式（11）来进行描述。控制目标：考虑外部干扰和

转动惯量不确定性，在 Δd͂满足上述假设情况下，设

计自适应控制器 u c，使得姿态跟踪误差 ec可以一致

渐近收敛到零点附近的小邻域内。

2 自适应反步控制器设计
本章将通过设计自适应反步控制器来处理由

外部干扰和转动惯量不确定性产生的系统总干扰，

并实现控制目标。

步骤 1 定义下面的反步控制虚拟变量：

z1 = ec （12）
z2 = ῶ- α （13）

式中：α为虚拟控制输入。

将式（11）、式（12）和式（13）联立，可以得到构

造的虚拟变量 z1的动力学方程为

ż1 = E (C，C d ) ( z2 + α ) （14）
然后，选取 Lyapunov函数：

V 1 =
1
2 z

T
1 z1 （15）

对V 1求导，并将式（14）代入，可得

V̇ 1 = zT1 ż1 = zT1 ( E (C，C d ) ( z2 + α ) ) （16）
设计虚拟控制 α为

α=-K 1E-1 (C，C d ) z1 （17）
式中：K 1 > 0为控制器设计参数。

将式（17）代入式（16），有

V̇ 1 = zT1 E (C，C d ) z2 - K 1 zT1 z1 （18）
步骤 2 对式（13）取导数，并将式（11）代入，可

以得到构造的虚拟变量 z2的动力学方程为

J0 ż2 =-ω× J0ω+ u c + Δd͂+
J0 ( ῶ×C T

e ω d - C T
e ω̇ d )- J0 α̇ （19）

其中，α̇可以通过式（17）计算得到

α̇=-K 1 Ė-1 (C，C d ) z1 - K 1E-1 (C，C d ) ż1（20）
式中：Ė-1 (C，C d )= E-1 ĖE-1。

然后，选取 Lyapunov函数

V 2 = V 1 +
1
2 z

T
2 J0 z2 +

1
2γ1

d͂ 2m （21）

式中：γ1 > 0为待设计参数；d͂m = d̂m - dm为系统总

干扰的估计误差；d̂m为干扰的估计值。

对V 2取导数，得

V̇ 2 = V̇ 1 + zT2 J0 ż2 +
1
γ1
d͂m ḋ͂m =

V̇ 1 + zT2 (-ω× J0ω+ u c + Δd͂+
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J0 ( ῶ×C T
e ω d - C T

e ω̇ d )- J0 α̇ )+
1
γ1
d͂m ḋ͂m （22）

步骤 3 设计如下的自适应反步控制器：

u c = ω× J0ω- J0 ( ῶ×C T
e ω d - C T

e ω̇ d )+ J0 α̇-
E (C，C d ) z1 - K 2 z2 - d̂m tanh ( δz2 ) （23）

式中：K 2 > 0、δ> 0为控制器设计参数。

将式（23）代入式（22），得到

V̇ 2 =-K 1 zT1 z1 - K 2 zT2 z2 +
1
γ1
d͂m ḋ͂m -

d̂m zT2 tanh ( δz2 )+ zT2 Δd͂ （24）
为了估计系统的总干扰 dm，设计如下的自适应

控制率：

ḋ̂m = γ1 ( zT2 tanh ( δz2 )- γ2 d̂m ) （25）
式中：γ2 > 0为控制器设计参数。

将式（25）代入式（24），得到

V̇ 2 =-K 1 zT1 z1 - K 2 zT2 z2 - dm zT2 tanh ( δz2 )-
γ2 d͂m d̂m + zT2 Δd͂ （26）

3 控制系统稳定性分析
为 了 后 续 稳 定 性 证 明 需 要 ，首 先 给 出 下 面

引理。

引 理 1 对 于 双 曲 正 切 函 数 满 足 下 述 不

等式［15］：

0≤ | x |- x tanh ( δx )≤ 0.278 5
δ

（27）

结合步骤 1~3，本文研究结果可以用下述定理

进行概括。

定理 1 考虑由式（9）和式（11）描述的航天器

姿态跟踪控制系统，在满足系统所受总干扰有界假

设条件下，应用控制律式（23）和自适应律式（25），

航天器姿态跟踪误差 ec 能够一致渐近收敛到零点

附近的小邻域内。

证明 选取式（21）的 Lyapunov函数，经过计算

后可以得到式（26）。对于 γ2 d͂m d̂m项来说，满足

γ2 d͂m d̂m = γ2 d͂m ( d͂m + dm )=

γ2 ( )1
2 d͂

2
m -

1
2 d

2
m +

1
2 ( d͂m + dm )2 （28）

将式（28）代入式（26），并利用引理 1，可以得到

V̇ 2 ≤-K 1 zT1 z1 - K 2 zT2 z2 -
γ2
2 d͂

2
m +

γ2
2 d

2
m +

3× 0.278 5
δ

dm ≤

-ϑ  ξ 2
+ χ （29）

式中：ϑ=min ( K 1，K 2，γ2/2 )，min 为计算最小值 ；

ξ=[ zT1，zT2，d͂m ]T，χ=
γ2
2 d

2
m +

3× 0.278 5
δ

dm。

对于V 2来说满足

V 2 =
1
2 z

T
1 z1 +

1
2 z

T
2 J0 z2 +

1
2γ1

d͂ 2m

ϑ1  ξ 2
≤ V 2 ≤ ϑ2  ξ 2

（30）

式 中 ： ϑ1 = min ( )1
2，

λmin ( J0 )
2 ，

1
2γ1

； ϑ2 =

max ( )1
2，

λmax ( J0 )
2 ，

1
2γ1

。其中，λmin ( )和 λmax ( )为分

别计算矩阵的最小和最大特征值；max为计算最

大值。

则由式（29）和式（30）可以得到

V̇ 2 ≤-
ϑ
ϑ2
V 2 ( t )+ χ （31）

对式（31）两边积分，可以得到

V 2 ( t )≤ ( )V 2 ( 0 )-
χϑ2
ϑ

e-( ϑ/ϑ2 ) t+ χϑ2
ϑ （32）

通过式（30）、式（31）得到

 z i ( t ) ≤  ξ 2
≤

1
ϑ1 ( )V 2 ( 0 )-

χϑ2
ϑ

e-( ϑ/ϑ2 ) t+ χϑ2
ϑϑ1

（33）

式中：i= 1，2。
根 据 式 （12） 可 以 得 到 lim

t→∞  ec ( t ) =

lim
t→∞  z1 ( t ) ≤ χϑ2/ϑϑ1，则姿态跟踪误差是最终

一致有界的。

注 1： 对于本文研究的航天器姿态跟踪控制

问题来说，最终的控制精度取决于 χϑ2/ϑϑ1，较小

的 γ2和较大的 δ可以得到较小的 χ。尤其是较大的

δ可以明显改善系统对于干扰的鲁棒性。但同时需

要注意，δ越大会导致 tanh函数越接近符号函数，会

使系统产生抖振。因此，在进行控制器参数设计

时，要在稳态精度和系统性能间做好平衡。

注 2： 对 于 角 速 度 跟 踪 误 差 来 说 ，

ῶ= z2 + α，由文献［13］可知，E (C，C d )有界。因

此，根据 z1、z2有界可知，角速度跟踪误差 ῶ也是一

致最终有界的。

注 3： 受航天器姿态控制执行机构的动力学

特性影响，在工程应用过程中，需要考虑执行机构
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的输出饱和问题。因此，实际的控制输出为

sat ( u c )=
ì

í

î

ïï
ïï

umax， u cj> umax

u cj， || u cj ≤ umax

-umax， u cj<-umax

j= 1，2，3（34）

4 仿真试验及结果分析
本章将通过数值仿真分析验证本文所提出的

控制方法，可以有效地解决航天器姿态跟踪控制问

题。仿真过程中航天器参数如下，转动惯量标称部

分为

J0 =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

22 1.5 1
1.5 24 -1.2
1 -1.2 23

kg·m2 （35）

转动惯量不确定部分为 ΔJ= 0.15 J0，航天器的

控制力矩上限为 umax = 0.5 N·m，航天器所受的外部

干扰力矩为

d=[ sin ( 0.12 t ) cos ( 0.15 t ) sin ( 0.18 t ) ]T×
10-3 N·m （36）

初始时刻的航天器姿态信息为：姿态转动矩阵

C ( t= 0 )= I3× 3；姿 态 角 速 度 为 ω ( t= 0 )=
[ 0.01 -0.01 -0.01 ]T× 180/π (( ° ) /s )；航天器的初

始目标姿态为

C d ( t= 0 )=
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

-0.766 -0.643 0
0.455 -0.542 -0.707
0.455 -0.542 0.707

ω d ( t= 0 )= 0，ω̇ d ≡ 0 （37）
为了验证本文所提出的算法的有效性，主要考

虑两种情况的对比仿真。

情况 1： 本文所提出的自适应反步控制器式

（23）、式（25），控制器参数设计为：K=diag ( [ 1 1 1 ] )；
K 1 = 10；K 2 = 8；δ=100；γ1 = 0.002；γ2 = 0.001。

情况 2： 文献［12］中的类 PD控制器，用来与

本文所设计的控制器的控制效果进行对比，说明本

文所提控制算法的优越性，控制器参数设计为：

KΩ = 2.5。
情况 1仿真结果如图 1~图 3所示，仿真时间设

置为 150 s。图 1为航天器姿态跟踪误差，图 2为角速

度跟踪误差。图中可见，航天器姿态运动误差在 30 s
内收敛到稳态，通过系统状态收敛后的曲线放大图

可以看出，姿态控制精度为：|eci|<2×10−3°，姿态角速

度控制精度为：|i|<0.06（°）/s。相应的控制力矩变

化曲线如图 3所示。图中可见，在整个仿真过程中控

制力矩没有超过航天器控制输出上限，表明了本文

所提控制方法具有一定的工程应用价值。

情况 2仿真结果如图 4~图 6所示，仿真时间设

置为 300 s。图 4为航天器姿态跟踪误差，图 5为角

图 1 姿态跟踪误差（情况 1）

Fig.1 Attitude tracking errors（Case 1）

图 2 角速度跟踪误差（情况 1）

Fig.2 Angular velocity tracking errors（Case 1）

图 3 控制力矩（情况 1）

Fig.3 Control torques（Case 1）
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速度跟踪误差。图中可见，航天器姿态运动误差在

150 s左右收敛到稳态，通过系统状态在 120 s到
150 s，以及收敛后的曲线放大图可以看出，与本文

设计的控制器式（22）的仿真结果相比，无论是误差

收敛时间还是最后的稳态控制精度，本文所设计的

控制器均优于文献［12］。

此外，对于在轨运行航天器来说，能量消耗是

决定其在轨运行寿命的一个关键因素。为了进一

步比较两种情况的仿真结果，定义能量消耗函数为

Ξ= ∫0
T

 u c 2
dt （38）

式中：T=150 s。
两种情况的能量消耗曲线如图 7所示。图中可

见，与文献［12］控制器相比，本文所设计的控制方

法可以在保证较高的控制性能的同时，将能量消耗

降低 72%左右。通过上述两种情况的仿真结果及

对比分析可以发现，在系统存在外部干扰和模型不

确定性情况下，本文所提出的控制方法可以有效地

解决航天器姿态跟踪控制问题，且与传统的 PD控

制器相比，可以实现更好的控制效果。

5 结束语
本文研究了刚体航天器姿态跟踪控制问题，在

姿态跟踪系统存在模型不确定性和外部干扰情况

下，推导了 SO（3）上航天器相对姿态动力学模型。

在模型中，采用方向余弦矩阵描述航天器姿态运

动，且通过引入非负定的势函数描述姿态跟踪误

差，将动力学模型转换成了易于控制器设计的形

式，并有效避免了用其他姿态描述方式表示姿态

时，引起的奇异或退绕问题。基于此模型，设计了

自适应反步姿态控制器，保证了闭环控制系统的最

终一致有界收敛，并通过 Lyapunov稳定性分析方

法，证明了控制系统的收敛特性。最后，对所设计

的控制算法进行了仿真校验，且与文献［12］中的

PD控制器进行了对比分析。结果表明，本文提出

的控制方法收敛速度快、控制精度高、能量消耗低，

具有一定的工程应用价值。此外，本文的研究对象

图 4 姿态跟踪误差（情况 2）

Fig.4 Attitude tracking errors（Case 2）

图 5 角速度跟踪误差（情况 2）

Fig.5 Angular velocity tracking errors（Case 2）

图 6 控制力矩（情况 2）

Fig.6 Control torques（Case 2）

图 7 能量消耗

Fig.7 Energy consumption
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为刚体航天器，而为了增加航天器的在轨功能，一

般都配备有太阳电池阵、天线等柔性附件。柔性附

件在轨会发生振动，且振动信息一般无法测量。因

此，未来的一个研究方向是如何将本文设计的控制

算法用于解决柔性航天器姿态控制问题。
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