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摘暋要:求解瞬态热应力问题的杂交元方法面临 Ladyshenskaya灢Babuska灢Brezzi(LBB)条件的检查,其稳定性

难以保证,从而提出瞬态热应力问题的组合杂交有限元方法。建立瞬态热应力问题的基于区域分解的组合杂

交变分原理及其有限元离散;通过数值算例验证求解瞬态热应力问题的组合杂交元的数值性能。结果表明:在

大宽厚比网格下,八节点六面体组合杂交元(CHH(0灢1))可以获得与二十节点六面体元(B20)精度相当的位移

计算结果和更好的应力计算结果。
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Abstract:Thestabilityofhybridfiniteelementmethodoftransientthermalstressproblemishardtobeguaran灢
teedbecauseofthedifficultyofsatisfyingtheladyshenskaya灢babuska灢brezzi(LBB)conditions,accordingly,the

combinedhybridfiniteelementmethodoftransientthermalstressproblemisproposed.Combinativevariation

principleandthecorrespondingfiniteelementdiscretizationoftransientthermalstressproblemisconstructedon

thebasisofdomaindecompositiontechnique.Thenumericalperformanceofcombinedhybridelementforsol灢
vingtransientthermalstressproblemisverifiedbynumericalexperiments.Thenumericalresultsindicatethat

combinedhybridelementwith8nodes(CHH(0灢1))cangivealmostthesamecomputingaccuracyofdisplace灢
mentandbettercomputingaccuracyofstresscomparedwithcuboidelementwith20nodes(B20).
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0暋引暋言

在我国的很多国民经济部门,例如电力、航空

航天、冶金以及化工等都广泛使用动力机械或者热

力发动设备[1灢2],这些设备多数在高温高压的环境

下进行作业,设备在启动、停止和运行过程中的温

度变化都会引起热应力[3]。特别地,空天飞行器在

爬升和返回时,会经受严峻的气动加热,因此空天

飞行器热防护系统的材料选取、结构设计和制造方

法的研究涉及到力学环境以及热学环境[4]。只有

掌握温度变化时所产生的热应力的分布规律,才能

保证空天飞行器的安全,因此发展热应力问题的有

效求解算法具有重要的意义。

近年来,模拟热力耦合问题有多种方法,例如:

有限元方法[5]、无网格方法[6]、多尺度分析方法[7灢8]

等。与有限元方法相比,无网格方法可以部分或彻

底地摆脱网格间的拓扑连接关系,但仅适用于处理



大梯度和大变形问题,多尺度分析方法则可以以较

少的计算量捕捉到材料的细观尺度行为,但其均匀

化方程的求解仍需依靠有限元方法。然而,传统有

限元方法存在各种闭锁和对网格畸变敏感等现象,

杂交有限元方法不能克服LBB条件这一困难[9]。

基于区域分解的 Hellinger灢Reissner变分原理

及其对偶的变分原理,可以建立一种新的杂交元方

法:组合杂交有限元方法[10]。对于弹性力学问题,
它具有粗网格高精度、对网格畸变不敏感、不发生

locking现象、避免LBB条件检查的特性。从二维

到三维,从梁问题到板问题,组合杂交有限元方法

在弹性力学问题求解中显示了优越性[11灢12],近年

来,它被发展到弹塑性力学问题以及稳态热应力问

题的求解方面[13灢14]。然而,对于不同的物理问题,
组合杂交有限元方法的变分原理不同,有限元离散

后,刚度矩阵及右端项不同。
本文首先用传统有限元方法求解瞬态热传导

问题,得到初应变之后,发展热应力问题的组合杂

交有限元方法,以提高数值求解的精度及效率。

1暋瞬态热传导问题求解

三维瞬态热传导问题如下:
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式中:毜 为温度;t为时间;kx、ky、kz 为沿坐标轴方

向的热传导系数;nx、ny、nz 为求解域毟 的边界的

外法线方向余弦;氀为材料密度;Q 为内部热源;毟
灱R3;毜、q分别为边界殻1 和殻1 上给定的温度和热

流密度;h为对流换热系数;毜a 在自然对流边界条

件下为外界环境温度,在强制对流边界条件下为边

界层的绝热壁温度。
式(1)的等效积分弱形式为
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暋暋对上式进行分部积分后,可得
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式中:毜暿H1(毟)且毜|殻1=毜。

将求解区域离散为有限个六面体单元,即毟=
暺
m
毟m ,则式(3)的离散形式为
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暋暋对于单元内部的温度,采用单元节点的温度通

过三线性插值获得,即
毜=暺

8

i=1
Ni(x,y,z)毜i(t) (5)

则
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式中:Ni(i=1,2,…,8)为三线性插值基函数;毜i(i
=1,2,…,8)为单元节点温度值。

将式(5)和(6)代入式(4),由于毮毜i 的任意性,
消去该项后,在求解域毟 上,得到瞬态热传导问题

的有限元方程。

C毜
·
+K毜=P (7)

式中:毜=[毜1暋毜2暋…暋毜n]T 为节点温度值向

量;C 为热容矩阵;K 为传热矩阵;P 为热载荷向

量;毜= 毠毜1
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2暋热应力问题求解

当物体温度发生变化时,物体由于热变形会产

生线应变,如果各部分的热变形不受约束,将不会

产生应力。但如果受到的约束或者各部分温度变

化不均,即物体热变形不能自由进行,则产生应力,
把这部分应力称为热应力。物体由于热膨胀只产

生线应变,而剪切应变为0,这种由于热变形产生

的应变可以看作物体的初应变[15]。
步骤1暋建立热应力问题的组合杂交变分

原理

由于存在初应变,与弹性力学问题相比,应力

应变关系发生改变,热应力问题的模型为
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式中:毰0 为初应变;S氁暽Su=熈;S氁暼Su=毠毟;T、u-

分别为边界S氁 和Su 上给定的应力和位移。

毰0=毬(毜-毜0)[1暋1暋1暋0暋0暋0]T (10)
式中:毬为线膨胀系数;毜0 为初始温度。

首先,建立式(8)~ 式(9)的最小势能原理
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式中:氁暿H (div;毟)= {氁暿 [L2 (毟)]6|div氁暿
[L2(毟)]3},u暿[H1(毟)]3 且u|Su=u-。

然后,建立热应力问题的组合杂交变分原理。
为了放松场函数的连续性,引入分片定义的

Sobolev空间。
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通过拉格朗日乘子法建立基于区域分解的变

分原理。
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对式(13)~式(14)求变分,得
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毮暻p =d(u,v)-暺
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暋暋根据v和氂的任意性,式(15)和式(16)的等价

表达形式分别为
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暋暋根据文献[16],直接离散鞍点问题(17)或问题

(18)均需要满足LBB条件,为了避免LBB条件的

检查,引入权系数毩暿(0,1),建立组合杂交变分

原理。
求(氁,u,uc)暿殻暳U暳Uc,使得
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暋暋最后,选择空间殻、U 和Uc 的有限元离散空间

殻h、Uh 和Uh
c。其中殻h灱殻,Uh灱U。对于空间Uh,

选择Tc(Uh):={vc=Tc(v),炐v 暿Uh}来替代

Uh
c,以节约联立求解自由度,但要求Uh 保证节点

处的连续性。因此,问题(19)的离散形式为

求(uh,氁h)暿Uh暳殻h,使得
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式中:F1=暺
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暋暋同理,问题(20)~问题(21)解的适定性可以通

过文献[17]得到证明,并根据弹性力学问题误差估

计的证明思路,建立如下误差估计:
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式中:暚v暚U:= 暺
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问题(9)的解(氁,u)暿 H(div;毟)暳[H1(毟)]3。
步骤2暋建立高性能组合杂交元

选取线性插值空间为应力插值函数空间,Wil灢
sonbubble增强的三线性插值空间作为位移插值

函数空间。

氂曅 =N氂q(氂)=[I6毼I6毲I6毱I6]q(氂) (23)
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式中:q(氂)为单元应力参数列向量;q(v)
c 、q(v)

I 分别为

单元顶点位移参数列向量和单元内部位移参数列

向量;I3 为3阶单位矩阵。
对于应变增强空间Uh,由于在误差估计式

(22)中包含误差项sup
氂
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,则最优误
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阶的最优误差估计一般是不能达到的,要构建好的

离散格式,减少由b1[氂,v-Tc(v)]引入的误差至

关 重 要。 对 应 变 增 强 型 空 间 Uh,通 常
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暚氂暚殻

曋

O(h)小,所以要适当构建殻h,使得b1[氂,v -Tc

(v)]足够小以确保该误差项与inf
v暿Uh

暚u-v 暚U

同阶。
令b1[氂,v -Tc(v)]=0,简化的变分方程

如下:
求(uh,氁h)暿Uh暳殻h,使得

毩a(氁h,氂)-毩b2(氂,uh)=-毩暺
m曇毟m

氂·毰0d毟暋暋暋暋 暋炐氂暿殻h

毩b2(氁h,v)+(1-毩)d(uh,v)=(f,v)+

(1-毩)暺
m曇毟m

毰(v)·D毰0d毟暋 炐v暿U暳U

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï h

(26)

同时,简化的误差估计为

暚氁-氁h暚0,毟 + 1-毩æ

è
ç

ö

ø
÷

毩

1
2 (1-2毻)-1暚u-uh暚U 曑C[毩(1-毩)]1

2 ·

inf
氂暿殻h

暚氁-氂暚殻 + h2

1-2毻暚u暚3,
æ

è
ç

ö

ø
÷毟 (27)

暋暋此时,误差估计阶数提高为O(ht):1<t<2, 并且当h趋于0,得到locking灢free收敛性

暚氁-氁h暚0,毟 + 1-毩æ

è
ç

ö

ø
÷

毩

1
2 (1-2毻)-1暚u-uh暚U 曑Ch暚u暚3,毟 (28)

暋暋令b1[氂,v-Tc(v)]=0,则长方体剖分情况

下,应力的显式离散表达式见文献[17]。
任意六面体剖分时,应力氂曅 的显式表达式难

以得到,可采用拉格朗日乘子法来满足能量协调条

件b1[氂,v-Tc(v)]=0[17]。

3暋数值实验

通过数值算例来验证求解热应力问题的组合

杂交元的数值性能。实验中采用的单元为:组合杂

交元(CHH(0灢1))、三线性元(H8)、Wilson元(B8)
和二次元(B20),三线性元、Wilson元和二次元的

计算结果来自软件 Ansys。
算例1暋对称板

对称载荷板(由于板的对称性,取其八分之一

进行计算)如图1所示,其长、宽、高分别是120、

80、4 m。密 度 为 2.5暳10-3 kg/m3,比 热 为
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1.146J/(kg·曟),上下表面的对流换热系数为

1.8暳10-4 W/(m2·曟),4个侧面边界为9.0暳
10-5 W/(m2·曟)。板的弹性模量为 7.9暳103

Pa,泊松比为0.17,热传导率kx=ky=kz=2.46暳
10-3 W/(m ·曟),线 膨 胀 系 数 毬=5.04暳
10-7/曟,毩=0.5。现将板加热到600曟并突然放

置到20曟的空气中进行淬冷,忽略热传导和热辐

射,将传热过程简化为对流传热,求板淬冷过程中

的热应力变化情况。

图1暋1/8板

Fig.1暋Eighthoftheplate

当t=100s时,分析大宽厚比网格下单元

H8、B8、B20和 CHH(0灢1)的位移和应力的计算

精度。

B8单元在不同网格剖分下点A(60,0,0)的位

移计算结果UX 如表1所示,可以看出:点A 位移

的收敛值为0.597暳10-2。

表1暋点A(60,0,0)的位移UX
Table1暋DisplacementUXatA(60,0,0)

网暋格 宽厚比 节点数 UX/m

30暳20暳1 1暶1 1302 0.592暳10-2

60暳40暳2 1暶1 7503 0.596暳10-2

120暳80暳4 1暶1 49005 0.597暳10-2

暋暋单元 H8、B8、B20和CHH(0灢1)在大宽厚比网

格下点A(60,0,0)的位移计算结果UX 如表2所

示,可以看出:四种单元均具有较高的位移计算

精度。

表2暋大宽厚比网格下点A(60,0,0)的位移UX
Table2暋DisplacementUXatA(60,0,0)with

bigwidth灢to灢thicknessratio

单暋元 网暋格 宽厚比 UX/m

H8 6暳4暳2 10暶1 0.595暳10-2

B8 6暳4暳2 10暶1 0.595暳10-2

B20 6暳4暳2 10暶1 0.597暳10-2

CHH(0灢1) 6暳4暳2 10暶1 0.597暳10-2

暋暋B8单元在不同网格剖分下点F(0,40,2)的应

力计算结果氁x 如表3所示,可以看出:点F 应力氁x

的收敛值为1.3073。

表3暋点F(0,40,2)的应力氁x

Table3暋Stress氁xatF(0,40,2)

网暋格 宽厚比 节点数 氁x/Pa

30暳20暳1 1暶1 1302 1.2262

60暳40暳2 1暶1 7503 1.3917

120暳80暳4 1暶1 49005 1.3073

暋暋单元 H8、B8、B20和CHH(0灢1)在大宽厚比网

格下点F(0,40,2)的应力计算结果氁x 如表4所

示,可以看出:在10暶1大宽厚比网格剖分下,单元

B20和CHH(0灢1)的应力精度高于单元 H8和B8
的应力精度,但单元 B20刚度矩阵的计算量是单

元 CHH(0灢1)的 5 倍,线性方程组阶数是单元

CHH(0灢1)的4倍[14]。

表4暋大宽厚比网格下点F(0,40,2)的应力氁x

Table4暋Stress氁xatF(0,40,2)with

bigwidth灢to灢thicknessratio

单暋元 网暋格 宽厚比 氁x/Pa 相对误差/%

H8 6暳4暳2 10暶1 1.1753 10.1

B8 6暳4暳2 10暶1 1.0441 22.1

B20 6暳4暳2 10暶1 1.2612 3.5

CHH(0灢1) 6暳4暳2 10暶1 1.2131 7.2

暋暋算例2暋非对称板

非对称载荷板如图2所示[14],长、宽、高分别

是6、1、0.1m。密度为2.5暳10-3,比热为1.146
J/(kg·曟),上下表面的对流换热系数为1.8暳
10-4 W/(m2 ·曟),4个侧面边界为9.0暳10-5

W/(m2·曟)。板的弹性模量为1.0暳107 Pa,泊
松比为0.3,热传导率kx=ky=kz=2.46暳10-3

W/(m·曟),线膨胀系数毬=5.04暳10-1曟,毩=
0.5。板右端给定剪切载荷P=50N。现将板加热

到600曟并突然放置到20曟的空气中进行淬冷,
忽略热传导和热辐射,将传热过程简化为对流传

热,求板淬冷过程中的热应力变化情况。

图2暋板

Fig.2暋Plate
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当t=100s时,分析大宽厚比网格下单元

H8、B8、B20和 CHH(0灢1)的位移和应力的计算

精度。

B8单元在不同网格剖分下点B(6,0,0.1)的
位移计算结果UZ 如表5所示,可以看出:点B 位

移UZ 的收敛值为1.0366。

表5暋点B(6,0,0.1)的位移UZ

Table5暋DisplacementUZatB(6,0,0.1)

网暋格 宽厚比 节点数 UZ/m

120暳20暳2 1暶1 暋7623 1.0363

240暳40暳4 1暶1 49405 1.0365

360暳60暳6 1暶1 154147 1.0366

暋暋单元 H8、B8、B20和CHH(0灢1)在大宽厚比网

格下点B(6,0,0.1)的位移计算结果UZ 如表6所

示,可以看出:单元 B8、B20和 CHH(0灢1)在大宽

厚比网格下均具有较高的位移计算精度,但单元

H8位移精度较差。

表6暋大宽厚比网格下点B(6,0,0.1)的位移UZ

Table6暋DisplacementUZatB(6,0,0.1)with

bigwidth灢to灢thicknessratio

单暋元 网暋格 宽厚比 UZ/m

H8 24暳4暳4 10暶1 0.7345

B8 24暳4暳4 10暶1 1.0330

B20 24暳4暳4 10暶1 1.0351

CHH(0灢1) 24暳4暳4 10暶1 1.0329

暋暋B8单元在不同网格剖分下点A(0.25,0,0)的
应力计算结果氁x 如表7所示,可以看出:点A 应力

氁x 的收敛值为0.3086暳108。

表7暋点A(0.25,0,0)的应力氁x

Table7暋Stress氁xatA(0.25,0,0)

网暋格 宽厚比 节点数 氁x/Pa

120暳20暳2 1暶1 暋7623 0.3030暳108

120暳20暳2 1暶1 49405 0.3076暳108

120暳20暳2 1暶1 154147 0.3086暳108

暋暋单元 H8、B8、B20和CHH(0灢1)在大宽厚比网

格下点A(0.25,0,0)的应力计算结果氁x 如表8所

示,可以看出:在10暶1大宽厚比网格剖分下,单元

CHH(0灢1)应力计算精度高于单元 H8、B8、B20的

应力计算精度。

表8暋大宽厚比网格下点A(0.25,0,0)的应力氁x

Table8暋Stress氁xatA(0.25,0,0)with

bigwidth灢to灢thicknessratio

单暋元 网暋格 宽厚比 氁x/Pa 相对误差/%

H8 48暳8暳8 10暶1 0.1039暳108 66.3

B8 48暳8暳8 10暶1 0.2385暳108 22.7

B20 48暳8暳8 10暶1 0.3793暳108 22.9

CHH(0灢1) 48暳8暳8 10暶1 0.2685暳108 13.0

暋暋综上所述,对于瞬态热应力问题,组合杂交元

在大宽厚比网格下可以获得较高的位移和应力计

算精度。

4暋结暋论

本文首先建立瞬态热应力问题的组合杂交变

分原理,进而给出其组合杂交有限元方法。组合杂

交有限元方法自动满足 LBB条件,是稳定的有限

元方法。
对于瞬态热应力问题,高性能八节点六面体组

合杂交元在大宽厚比网格下可以获得较高的位移

和应力计算精度。与传统的有限元方法相比,组合

杂交有限元方法可以极大地节约计算量。

参考文献
[1] Liu W,Qin Y P.Multi灢physicscoupling modelofcoal

spontaneouscombustioninlongwallgobareabased on

movingcoordinates[J].Fuel,2017,188:553灢566.
[2] SuH,RahmaniR,RahnejatH.Thermohydrodynamicsof

bidirectionalgroovedrygassealswithslipflow[J].Inter灢
nationalJournalofThermalSciences,2016,110:270灢284.

[3] 崔健.热应力分析中的应力杂交有限元方法研究[D].北

京:华北电力大学,2002.

CuiJian.Thethermalstressbyhybridfiniteelementmeth灢
od[D].Beijing:NorthChinaElectricPowerUniversity,

2002.(inChinese)

[4] 关春龙,李壵,赫晓东.可重复使用热防护系统防热结构及

材料的研究现状[J].宇航材料工艺,2003,33(6):7灢11,

42.暋

GuanChunlong,LiYao,HeXiaodong.Researchstatusof

structuresand materialsforreusableTPS[J].Areospace

Materials& Technology,2003,33(6):7灢11,42.(inChi灢
nese)

[5] FarukS,MetinS.Elasto灢plasticthermalstressanalysisin

athermoplasticcompositediscunderuniformtemperature

usingFEM[J].Computers& MathematicswithApplica灢
tions,2006,11(1):31灢39.

[6] RenB,QianJ,ZengX,etal.Recentdevelopmentson

373第4期暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋张玲等:瞬态热应力问题的组合杂交有限元方法



thermo灢mechanicalsimulationsofductilefailurebymesh灢
freemethod[J].ComputerModelinginEngineering&Sci灢
ences,2011,71(3):253灢277.

[7] YangZQ,CuiJZ,SunY,etal.Multiscaleanalysismeth灢
odforthermo灢mechanicalperformanceofperiodicporous

materialswithinteriorsurfaceradiation[J].International

JournalforNumericalMethodsinEngineering,2016,105
(5):323灢350.

[8] YangZQ,CuiJZ,ZhouS.Thermo灢mechanicalanalysisof

periodicporousmaterialswith microscaleheattransferby
multiscaleasymptoticexpansionmethod[J].International

JournalofHeatandMassTransfer,2016,92:904灢919.
[9] BrezziF,FortinM.Mixedandhybridfiniteelementmeth灢

od[M].German:Springer灢Verlag,1991.
[10] ZhouTX.Stabilizedhybridfiniteelementmethodsbased

onthecombinationofsaddlepointprinciplesofelasticity

problems[J]. Mathematicsof Computation,2003,72
(244):1655灢1673.

[11] ZhouTX,XieXP.Zeroenergy灢errormechanismofthe

combinedhybrid methodandimprovementof Allman暞s

membraneelementwithdrillingd.o.f.暞s[J].Communica灢
tionsinNumericalMethodsinEngineering,2004,20(3):

241灢250.
[12] XieXP,HuJC.Energy灢adjustablemechanismofthecom灢

binedhybridfiniteelement methodandimprovementof

Zienkiewicz暞splate灢element[J].Communicationsin Nu灢
mericalMethodsinEngineering,2005,21(10):531灢544.

[13] 周天孝.弹塑性力学的典则变分原理[J].数值计算与计算

机应用,2011,32(1):1灢7.

ZhouTianxiao.Canonicalvariationalprinciplesinelasticity
andplasticity[J].JournalonNumericalMethodsandCom灢
puterApplications,2011,32(1):1灢7.(inChinese)

[14] ZhangL,NieYF,YuanZB,etal.Combinedhybridfinite

elementmethodappliedinelasticthermalstressproblem
[J].InternationalJournalof Computational Methods,

2017,14(3):1750071.
[15] 王勖成.有限单元法[M].北京:清华大学出版社,2008.

WangXucheng.Finiteelementmethod[M].Beijing:Tsin灢
ghuaUniversityPress,2008.(inChinese)

[16] BrezziF,FortinM.Mixedandhybridfiniteelementmeth灢
od[M].German:Springer灢Verlag,1991.

[17] 聂玉峰.高性能组合杂交有限元方法[D].西安:中国航空

计算技术研究所,2000.

NieYufeng.Combinedhybridapproachtofiniteelement

schemesofhighperformance[D].Xi暞an:AeronautCom灢
putingTechnicalResearchInstitute,2000.(inChinese)

作者简介:
张暋玲(1987-),女,博士研究生。主要研究方向:热力学问

题的高效有限元方法。

聂玉峰(1968-),男,博士,教授。主要研究方向:科学工程计

算的模型、理论与方法。

(编辑:赵毓梅)

473 航空工程进展暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋 暋暋暋暋暋第8卷




