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摘暋要:在航空航天系统中,已有许多可靠性参数来描述产品的可靠性特性,但大多数都是基于连续时间上的

连续型可靠性参数,而在离散时间上有定义的离散型可靠性参数的描述较少,例如离散失效率。为弥补可靠性

理论在在这方面的缺陷,从离散时间这一角度出发,研究离散型可靠性参数的数学关系。推导离散失效概率与

离散失效率的数学转换公式,利用离散失效率推导计算离散可靠度的数学公式,推导平均失效前工作次数与离

散失效概率的数学转换公式,并进行验证。结果表明:推导出的三个数学转换公式合理,可以用于描述离散型

可靠性参数。
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Abstract:Intheaerospacesystem,therearemanyreliabilityparameterstodescribethereliabilitycharacteristics

ofproducts,butmostofthemarebasedoncontinuousreliabilityparametersincontinuoustime,andthereare

fewerdescriptionsofdiscretereliabilityparametersthataredefinedasreliabilityparametersindiscretetime,

suchasdiscretefailureprobability.Inordertomakeupfortheshortcomingsofreliabilitytheoryinthisaspect,

themathematicrelationshipofdiscretereliabilityparametersarestudiedfromtheperspectiveofdiscretetime,

includingthemathematicalconversionformulaofdiscretefailureprobabilityanddiscretefailurerate,themathe灢
maticalofcalculatingdiscretereliabilitybydiscretefailurerate,andthemathematicalconversionformulaof

meanworktimestofailuresanddiscretefailureprobability.Theseworkscanprovidethemathematicaltheory
basisfortheconversioncalculationofreliabilityparametersandindicators.
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0暋引暋言

可靠性参数是通过不同角度对产品可靠性特

征的度量,例如:平均故障间隔时间、平均失效前工

作时间、可靠度、失效概率、失效率等。指标则是期

望事物在某一参数上达到的数值,可靠性参数及指

标可用于约束产品研制过程,并为最终产品验收提

供依据[1]。在对可靠性要求极其严格的航空航天

领域,不同的可靠性参数扮演着重要的角色,通常

根据产品的类型、工作特点、用户需求等选取可靠

性参数。同时可靠性参数之间存在相关性,不同的

可靠性参数能够按照相应的公式或规律进行转换。
就航空发动机而言,一般都以时间来表示其寿命,
并以时间作为参数之一来预测发动机可靠性[2灢5]。
而像飞机的起落架,尾翼等并不是处于相对稳定的

载荷环境,其更适宜用离散型时间量———次数(如:
工作次数、载荷作用次数、工作循环数等)作为计时

单位[6灢7],离散量“次数暠表示广义的时间量,这类产

品的可靠性参数(可靠度、失效概率、失效率等)只
在离散“时间暠点上有定义。与定义域为连续时间

的可靠性参数相对应,将仅在离散时间上有定义的

可靠性参数将归类为“离散型可靠性参数暠。连续

型可靠性参数与离散型可靠参数可以相关转换。
例如:产品失效率为10-4/h,产品每次工作的时间

为2h,则产品以工作次数为计时单位的失效率为

2暳10-4/次(10-4/h暳2h/次),产品的平均失效前

工作时间为10000h,产品的平均失效前工作次数

为5000次。目前可靠性参数的研究大多是基于

连续型时间变量,C.I.Ossai[8]研究了经受多次维

护的可修复多状态零件的剩余使用时间;庄震宇

等[9]编制了基于 MATLAB 的威布尔分布参数估

计程序,得到该发动机的平均故障间隔时间点估计

值和置信区间;王大伟等[10]采用 Bayes数据融合

方法建立平均故障间隔时间评定模型,而基于离散

型时间变量的可靠性研究并不多;谢里阳等[11]研

究了基于载荷—强度关系的失效率离散建模方法

及模型,未对离散型可靠性参数间的关系展开深入

研究。
本文针对离散失效概率与离散失效率、平均失

效前工作次数与离散失效概率的数学关系进行研

究,通过公式推导3个离散型可靠性参数的转换公

式,以期为航空航天领域的可靠性建模提供更加完

善的理论依据和数据支持。

1暋离散失效率

1.1暋离散失效率的定义

在可靠性理论和可靠性工程中,失效率都是一

个极其重要的概念,是描述产品可靠性规律的最主

要数量指标之一[12灢15]。失效率表示工作到时间t
尚未失效的产品在t时刻以后的单位时间内发生

失效的可能性。失效率毸是时间t 的函数,记为

毸(t),称为失效率函数,也称为故障率函数或风险

函数。根据失效率的含义,可以定义在第i次工作

后的失效率,即在前i次工作中没有失效的产品,
在第i+1次工作时发生失效的可能性。当以离散

的工作次数i表示广义的时间量时,失效率只在离

散“时间暠点上有定义,可称之为离散失效率。对于

离散的时间变量,例如工作次数或循环次数,失效

率定义中的“单位时间暠是明确的,即工作(或循环)
一次,即“单位时间暠内发生失效的概率就是工作

(或循环)一次引起失效的概率。

1.2暋离散失效率的计算公式推导

失效率的观测值为:在时刻t以后的单位时间

内发生失效的产品数与工作到t时刻尚未失效的

产品数之比[16灢17]。

毸(t)=n(t+殼t)-n(t)
[N-n(t)]殼t

(1)

式中:N 为产品数量;n(t+殼t)为时刻t+殼t的产

品失效数;n(t)为时刻t的产品失效数。
假设:某产品的可靠度为常数R,失效概率为

F=1-R。有 N 个产品进行工作或试验,产品之

间相互独立,则第1次、第2次、第3次工作或试验

后,失效产品数n(1)、n(2)、n(3)的均值分别为

n(1)=N·F (2)

n(2)=N·F+(N-N·F)·F (3)

n(3)=N·F+(N-N·F)·F+[N-N·

F-(N-N·F)·F]·F (4)
后续产品失效数的均值以此类推。
对于离散时间变量i的情况,其时间的最小变

化量是殼t=殼i=1,该产品的失效率毸(i)(i=1,2,

3,…)的推导为

毸(1)= n(2)-n(1)
[N-n(1)]殼i=
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N·F+(N-N·F)·F-N·F
(N-N·F)暳1 =F

(5)

毸(2)= n(3)-n(2)
[N-n(2)]殼i=

{N·F+(N-N·F)·F+[N-N·F-
(N-N·F)·F]·F-N·F-(N-N·

F)·F}/[N-N·F-(N-N·F)·F]暳
1=F (6)

假设:n(i)=m,(m曑N),可以得到:

n(i+1)=m+[N-n(i)]·F=
m+(N-m)·F (7)

则:

暋毸(i)=n(i+1)-n(i)
[N-n(i)]暳殼i=

m+(N-m)·F-m
(N-m)暳1 =F (8)

根据定义,失效率的极限表达式为

暋毸(t)=lim
殼t濚0

P(t<T 曑t+殼t旤T >t)
殼t =

lim
殼t濚0

R(t)-R(t+殼t)
R(t)·殼t

(9)

对于离散时间变量i,其时间的最小变化量是

殼i=1,得到毸(i)[18灢20]为

暋毸(i)=P(i<T 曑i+1旤T >i)=
R(0~i)-R[0~ (i+1)]

R(0~i) (10)

对于按照次数或循环次数工作产品,其在第i
(i=1,2,3,…)次工作时间殼ti 内的可靠度为R(i)
(即:失效概率F(i)=1-R(i)),产品在第i+1次

工作时间殼ti+1内的可靠度为R(i+1)。对于以时

间作为寿命的产品,其可靠度曲线的一般变化趋势

如图1所示。利用公式(10)可以得到:

暋毸(i)=R(0~i)-R[0~ (i+1)]
R(0~i) =

暻
i

x=1
R(x)-暻

i+1

x=1
R(x)

暻
i

x=1
R(x)

=

暻
i

x=1
R(x)-暻

i

x=1
R(x)暳R(i+1)

暻
i

x=1
R(x)

=

1-R(i+1)=F(i+1) (11)
推导出

毸(i)=F(i+1)暋(i=1,2,3,…) (12)
式中:R(0~i)为产品累计工作至第i次的可靠度;

R(i)为产品第i次工作的可靠度;毸(i)为产品第i
次可靠工作后,第i+1次工作的失效率;F(i+1)
为产品第i+1次工作的失效概率。

图1暋可靠度曲线一般趋势

Fig.1暋Generaltrendofreliabilitycurve

1.3暋离散失效率计算公式验证

有N 个产品,产品之间相互独立,从t=0开

始工作,到时刻t时产品的失效数为n(t),而到时

刻t+殼t产品的失效数为n(t+殼t),即在区间[t,t
+殼t]内有殼n(t)=n(t+殼t)-n(t)个产品失效,则
该产品在区间[t,t+殼t]内的平均失效率定义为

毸(t)=n(t+殼t)-n(t)
[N-n(t)]殼t = 殼n(t)

[N-n(t)]殼t
(13)

当殼t曻0时,相应的平均失效率变成瞬时失效

率,其表达式为

毸(t)=lim
殼t曻0

毸(t)=lim
殼t曻0

殼n(t)
[N-n(t)]殼t

(14)

对于区间[ti,ti+1]内的平均失效率毸(t),可用

积分式表达为

毸(t)= 1
ti+1-ti曇

ti+1

ti
毸(t)dt (15)

式(15)中:

毸(t)= -dlnR(t)
dt

(16)

将式(16)代入式(15):

毸(t)= 1
ti+1-ti曇

ti+1

ti

-dlnR(t)
dt dt=

1
ti+1-ti曇

ti+1

ti
-dlnR(t)=

- 1
ti+1-ti

[lnR(ti+1)-lnR(ti)]=
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- 1
ti+1-ti

lnR(ti+1)
R(ti

é

ë
êê

ù

û
úú) =

- 1
ti+1-ti

lnR(ti)暳R(i+1)
R(ti

é

ë
êê

ù

û
úú) =

-lnR(i+1)
殼ti+1

=

-1
殼ti+1

ln[1-F(i+1)] (17)

在产品第i+1次工作的时间 殼ti+1=ti+1-ti

内,有:

毸(殼ti+1)= -1
殼ti+1

ln[1-F(i+1)] (18)

式中:殼ti+1=ti+1-ti;R(ti)为产品工作到时间ti

的可靠度;R(i+1)为产品第i+1次工作的可靠

度;F(i+1)为产品第i+1次工作的失效概率。
利用函数幂级数展开式[21]得到:

ln(1-x)=

- x+x2

2! +x3

3! +x4

4! +…+ xn

n! +æ

è
ç

ö

ø
÷…

(19)

ln(1-x)=-x+o(x)曋-x暋(-1曑x<1)
(20)

式中:当x曻0时,o(x)为x的高阶无穷小量。
式(18)中的F(i+1)<1,符合ln(1-x)幂级

数的收敛域,据此可得平均失效率毸(t)的近似计算

公式为

毸(殼ti+1)曋F(i+1)/殼ti+1 (21)
将产品第i+1次工作的时间 殼ti+1取为离散

时间量“1次暠,当 殼ti+1曻0时,毸(i)=毸(殼ti+1),利
用式(21),得到与公式(12)一致的近似公式,即毸
(i)曋F(i+1)。

由推导和证明过程可知:产品第i+1次工作

时的失效概率为F(i+1)时,其离散失效率毸(i)的
数值等于F(i+1),毸(i)的单位为“每次暠。对照失

效率的定义,将“每次暠作为离散时间单位来理解,
该结论符合失效率定义表述的内容。

2暋离散可靠度

可靠度指产品在规定的时间内和条件下,完成

规定功能的概率,通常记为R(t)。按照离散时间

量“次数暠工作的产品,其可靠度只在离散“时间暠点

i=1,2,3,…上有定义,其可靠度可记为R(i)。
对于离散可靠度R(0~i),i=0,1,2,3,…,由

式(10)得到:

R[0~ (i+1)]=R(0~i)[1-毸(i)]

R[0~ (i+1)]=R[0~ (i-1)][1-毸(i-1)]

暋暋暋暋暋……

R(0~2)=R(0~1)[1-毸(1)]

R(0~1)=R(0~0)[1-毸(0)]
产品在i=0时的可靠度为R(0~0),失效概

率为F(0),有 N 件产品投入工作或试验,产品之

间相互独立,关于毸(0)的推导为

毸(0)= n(1)-n(0)
[N-n(0)]殼i=

N·F(1)-0
(N-0)暳1=

F(1)=1-R(0~1) (22)
因此有:

R(0~1)=1-毸(0) (23)
依次递推可以得到离散可靠度R(i)计算公

式为

R(0~i)=[1-毸(0)]·暻
i-1

k=1

[1-毸(k)](24)

对于以次数作为寿命的产品,其可靠度离散值

的一般变化趋势如图2所示。

图2暋可靠度离散值一般趋势

Fig.2暋Generaltrendofreliabilitydiscretevalues

3暋平均失效前工作次数

平均失效前时间(MeanTimetoFailures,简
称 MTTF)是不可修复产品的一种基本可靠性参

数。其度量方法为:在规定的条件下和时间内,产
品寿命单位总数与失效产品总数之比[22]。“工作

次数暠也是时间单位,对于按照“次数暠工作的产品,
平均失效前工作次数也可以作为一种基本可靠性

参数。知道产品每次工作的平均时间,可以将平均

失效前工作次数折算为平均失效前时间。
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3.1暋平均失效前工作次数计算公式的推导

按次数工作的某产品,在第i次工作(或第i
次循环)时间 殼ti 内的可靠度为R(i),i=1,2,3,
…,且每次工作之间相互独立,即产品在第i次工

作时间殼ti 内失效概率为F(i)=1-R(i)。该产

品进行i次工作或试验,产品在第k次工作发生失

效的概率pk 如表1所示,其中k曑i。

表1暋产品第k次数发生失效的概率

Table1暋Theprobabilityoffailureofproductktimes

k pk

1

2

3
…

i(i曒2)

F(1)

F(2)·R(1)

F(3)·R(1)·R(2)

…

F(i)·暻
i-1

k=1
R(k)

暋暋若毼为离散型随机变量,其可能取值为xk,

k=1,2,3,…,P(毼=xk)=pk,则(当级数绝对收敛

时)毼的数学期望(均值)为

E(毼)=lim
m曻+曓暺

m

k=1
xkpk (25)

利用离散型随机变量均值的公式和表1的信

息,得到对于按次数或循环次数工作的产品,其平

均失效前工作次数TTF的计算公式为

TTF(i)=
F(1) (i=1)

暺
i

k=1
k·F(k)·暻

k-1

j=1
R(j) (i曒2

ì

î

í

ï
ï

ïï
)

(26)
当按次数或循环数工作的某产品单次可靠度

R(i)为常数R,失效概率F=1-R。产品进行n次

工作或试验,产品在第k次发生失效的概率pk 如

表2所示。

表2暋第k次数发生失效的概率

Table2暋Theprobabilityoffailureofktimes

k pk

1

2

3
…

i(i曒2)

F

R·F

R2·F
…

Ri-1·F

暋暋对照常用的离散型分布函数形式,可知表2的

分布是几何分布G(p),几何分布及其定义域、参数

条件为

PG(毼=x)=pqx-1

E(毼)=1
p

暋暋暋暋暋暋 (x=1,2,3,…,p>0,q>0,p+q=1)

D(毼)=q
p

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 2

(27)

式中:PG(毼=x)为一直工作,直到第x次发生失效

的概率;p 为某次工作中失效的概率;q为某次工

作中成功的概率;毼 为出现首次失效时的 试 验

次数。

利用表2求解产品失效发生次数的均值,即平

均失效前工作次数TTF。

TTF=暺
i

k=1
k·Rk-1·F=

暺
i

k=1
k·Rk-1·(1-R)=

暺
i

k=1
k·Rk-1-暺

i

k=1
k·Rk=

1+2R+3R2+4R3+…+(i-1)Ri-2+iRi-1

-R-2R2-3R3-…-(i-1)Ri-1-iRi=
1+R+R2+R3+…+Ri-1-iRi (28)

利用通项公式an=a1qn-1等比数列的前n项

求和公式:

Sn =a1(1-qn)
1-q =a1-anq)

1-q
(29)

得到:

TTF=1-Ri

1-R -iRi (30)

利用洛比达法则可以求得lim
x曻+曓

xRx=0,x曒1,

R<1,得到lim
i曻+曓

iRi=0,R<1。产品的可靠度为常

数R,产品平均失效前工作次数TTF的计算公式为

TTF= 1
1-R=1

F
(31)
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式(31)与几何分布均值计算公式的结论一致。

对于二项分布B(i,p),其概率分布及其定义

域、参数条件为

P(x=k)=Ck
ipkqi-k

Ck
i = i!

(i-k)! ·k! 暋暋暋(k=0,1,2,…,i(i为正整数),p>0,q>0,p+q=1)

E(x)=ip
D(x)=i

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï pq

(32)

式中:P(x=k)=Ck
ipkqi-k为有i个产品工作,其中

k 个产品失效的概率;p 为失效概率;q 为成功

概率。

某产品按次数或循环数工作的可靠度为R,失
效概率F=1-R,每次工作之间相互独立,失效发

生次数服从二项分布B(i,p),即:p=F=1-R,

q=R。该产品工作或试验i次,按照数学期望的公

式,在这i次工作或试验中,产品发生失效次数的

数学期望(均值)为iq,可得产品的平均失效前工

作次数TTF为

TTF=i
ip=1

p =1
F = 1

1-R
(33)

即:TTF= 1
1-R=1

F
。

得到与式(31)相同的平均失效前工作次数

TTF的计算结果。

当产品可靠度为常数R(失效概率F=1-R)

时,对照式(11)的结论,可知:对于按照工作次数工

作的产品,其平均失效前工作次数TTF与失效率毸
(i)(单位:每次)互为倒数关系。得到了与当产品

失效时间t服从指数分布时,产品的平均失效前工

作时间TMTTF与失效率毸互为倒数的相似关系。

3.2暋平均失效前工作次数公式的验证

当产品的失效前时间T 服从指数分布时

P(T=t)=1-e-毸t暋(t曒0) (34)

式中:P(T=t)为在产品一直工作到t时刻失效的

概率;毸(t)为常数毸,且每次工作之间相互独立。

产品可靠度为

R(t)=e-毸t (35)

将工作时间离散化为 殼t1,殼t2,…,殼tn,取 殼t
=殼t1,i=1,2,3,…,则产品在时间殼t(每1次的时

间)内的可靠度为

R=R(i)=e-毸·殼t暋(i=1,2,3,…,n) (36)

将式(36)代入式(33),得到:

TTF= 1
1-R(i)= 1

1-e-毸·殼t (37)

式中:TTF为平均失效前工作次数。

利用幂级数展开式[6]:

ex =1+ x
1! +x2

2! +x3

3! +x4

4! +…(旤x旤< 曓)

(38)

ex=1+x+o(x)曋1+x暋(x曻0) (39)

将式(39)代入式(38)得到:

TTF= 1
1-e-毸·殼t 曋 1

1-1+毸·殼t= 1
毸·殼t

(40)

将式(40)中TTF的单位“每次暠转换成连续的

时间单位,离散单位时间 “每1次暠所对应的连续

时间为殼t,TTF曻TMTTF转换过程为

TMTTF= 1
毸·殼t

·殼t=1
毸

(41)

以上推导的结果与指数分布的结果一致,证明

公式(31)是正确的。

以概率论中“抛硬币暠试验为例,抛硬币一次

后,事件“硬币正面在上暠的概率是0.5,进行n次

“抛硬币暠试验,根据统计经验可知 “硬币正面在

上暠事件出现的平均间隔次数是两次。利用公式

(31)计算“硬币正面在上暠事件出现的平均间隔次

数,将“硬币正面在上暠的概率值0.5代入式(31),

1/(1-0.5)=2,计算值与统计结果值一致,也证明

公式(31)是正确的。

若将抛硬币试验中的事件“硬币正面在上暠替

换为事件“产品工作可靠暠,产品按照每次工作的可

靠度R=0.5,则该产品的平均失效前工作次数

为2。
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4暋结暋论

(1)本文对平均失效前时间、可靠度、失效率

这三个连续型可靠性参数进行了离散化,推导出平

均失效前工作次数、离散可靠度、离散失效率的计

算公式。
(2)构建三个离散型可靠性参数间的相互关

系,可以为航空航天系统中产品的可靠性评估提供

更可靠的依据。但文中并未考虑与可修产品有关

的参数,如平均故障间隔次数等,这些参数将作为

下一步的考虑重点。
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